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Vorwort. 



Die mathematischen und astronomischen Abhandinngen von 
J. F. Kucke, welche zum gröfsten Theil in den Berliner Astro- 
nomischen Jahrbüchern enthalten sind, haben anch jetzt noch einen 
so hohen Werth für das Studium und die Anwendung exacter 
Rechnungsmethoden überhaupt, dafs es zweckmäTsig erschienen ist, 
einen neuen, zusammenfassenden Abdruck der wichtigsten derselben 
zu veranstalten, um so mehr als ein grofser Theil der bezüglichen 
Jahrgänge des Jahrbuchs vergriffen ist. 

Der Unterzeichnete, welcher von den Encke'schen Erben mit 
der Herausgabe der Abhandlungen betraut worden ist, hat sich 
nur um eine möglichst correete Wiedergabe derselben bemüht und 
sich nur ganz minimale und einleuchtende Aenderungen gestattet. 

Bei der Auswahl der in diese neue Ausgabe aufzunehmenden 
Abhandlungen bin ich von Seiten der hiesigen Sternwarte und des 
astronomischen Recheninstitutes freundlichst berathen worden. 

Der vorliegende I. Band umfasst laut Inhaltsverzeichnis 
Encke's Untersuchungen über solche Rechnungsmethoden, welche 
in allen ezacten Wissenschaften zur Anwendung gelangen können. 

Der II. Band wird die ebenfalls allgemein wichtigen Unter- 
suchungen über Fehlertheorie, Methode der kleinsten Quadrate und 
Anschliefsendes, und erst der III. Band die specifisch astronomi- 
schen, aber auch die berühmte Abhandlung »De formulis dioptricis" 
bringen. 

Berlin 1887, November. 



Harry Gravellus. 
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Ueber Interpolation.* 



Interpoliren heifst im Allgemeinen das Verfahren, wodurch man 
ans gegebenen numerischen Werthen irgend welcher Function einer 
Gröfse, oder nach dem astronomischen Sprachgebrauch, eines Ar-, 
gumentes, den Werth dieser Function für einen andern gegebenen 
Werth des Argumentes bestimmt, ohne die Form der Function selbst 
zu kennen, ja ohne sie kennen zu wollen. Als Hülfstheorem dient 
hiezu der Taylorsche Lehrsatz, insofern er allgemein die Ent- 
wickelung jeder Function umfasst. Nach ihm läfst sich jede 
Function einer zweitheiligen Gröfse in eine Reihe auflösen, die zum 
ersten Gliede die Function des ersten Tbeiles selbst hat, und in 
den folgenden nach Potenzen des zweiten Tbeiles fortschreitet, 
wobei die Coefficienten aus den Derivirten der Function in Be- 
zug auf den ersten Theil gebildet werden. Um die Reihe 
schnell convergiren zu machen, nimmt man gewöhnlich diesen 
zweiten Theil sehr klein an. Man mufs daher auch bei der An- 
wendung auf das Interpoliren den Werth, von welchem man aus- 
gehen will, so nahe als möglich dem gegebenen zu bringen suchen. 

Die Fälle, in welchen der Taylorsche Satz eine Ausnahme 
erleidet, kommen bei der Interpolation nicht vor, wenn man sie 
nur so anwendet, wie sie allein angewandt werden sollte, das heifst, 



') Der folgende Aufsatz ist aus den Vorlesungen entlehnt, die ich im 
Jahre 1812 bei dem Herrn Hof rata (raufe zu hören das Glück hatte. In 
dem ganzen Gange der Ent Wickelung bin ich, so viel die Erinnerung ge- 
stattete, dem Vortrage meines hochgeehrten Lehrers gefolgt, da er die gröfste 
Gründlichkeit mit der gröfsten Einfachheit und Eleganz verbindet. 
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2 Ueber Interpolation. 

wenn der gesachte numerische Werth der Function von den ge- 
gebenen eingeschlossen ist, und sie innerhalb dieser Grenzen nicht 
unendlich oder unmöglich wird. 

Der leichteren Uebersicht wegen soll angenommen werden, 
dals vier Werthe gegeben sind. Das Verfahren wird sich ohne 
Mühe auf jede gröfsere Zahl ausdehnen lassen. Die vier Werthe 
des Argumentes sollen mit p q r s, die zugehörigen der Function 
mit P Q E S bezeichnet werden. Für das Argument x sucht man 
den numerischen Werth der Function X 

Nach dem Taylorscheu Lehrsätze ist 

f(Ä + «) = c + Ci» + e 3 » a + c a w 8 . . . 
Nimmt man einen Werth a nahe an x, so dafs 



so wird 

f(x) = a + ß(x-a) + y(x-a)* + J(x -<*)»... 

wo aßy d unbekannte Coefficienten sind. Zu ihrer Bestimmung 
dienen die vier Bedingungen, dafe für 

x=p f(x)=~P 

x '=i f¥)=Q u. s. w. 

Man hat also die vier Gleichungen 

P=a + | S(p_o) + r (p-«)«-+.<J(p-a) 8 
Q = <* + ß(q-a) + r(Z-a)* + ä(ci-<i)* 
R = a + ß (r -a) + y (r -a) a + d (r - a) s 
S= a + ß(8-a) + y(s-a)* + d(a-aT 
aus welchen sich die vier Coefficienten aßyd t aber auch nicht 
mehrere, durch Elimination bestimmen lassen. Folglich erhält 
man auch nur die Entwickelung von f (x) bis zu (x — o) ! inclusive, 
und mufs annehmen, dafs die folgenden Glieder der Reihe als ver- 
schwindend betrachtet werden können. 

Die Elimination ist leicht zu übersehen, und bedarf nicht einer 
weiteren Ausführung. Statt indessen die Werthe <* ß y <5 in jedem 
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lieber Interpolation. 3 

einzelnen Falle zu suchen, und dann in fix) zu BUbstituiren, kommt 
man durch eine andere Betrachtung kürzer zum Ziele. 

Aus der Uebersicht des Geschäftes der Elimination ergieht 
sich sogleich, wie die Werthe von a ß y d m Bezug auf die Po- 
tenzen von P Q B S beschaffen sein -werden. Bei der linearen 
Form der Gleichungen, werden P Q B S nur linear darin vor- 
kommen, zugleich wird es aber auch in ä ß y d kein Glied geben, 
welches nicht' eine der Gröfeen P Q B S als Faktor enthielte. 
Oder die Form von a ß y S wird im allgemeinen sein: 
eP + Ci Q + Ct B + % S. 
Substitnirt man diese Werthe nun in f{x), so wird auch in f(x) 
kein Glied ohne eine der Grßfsen PQ B 8 vorkommen, oder es wird 

X^n P+x Q+q B+a 8 
wo n x Q •* bis jetzt noch unbestimmte Coefflcienten sind, welche 
indessen, wie sie auch beschaffen sein mögen, % nur auf die dritte 
Potenz inclusive enthalten dürfen, weil in der ursprünglichen 
Gleichung nur (x — a) a vorkommt 

Wendet mau nun auf diese letzte Form die vier Bedingungen 
des Problems an, so hat man offenbar für 

X=p TT— 1 x = (> — o* = 

x = q jt — O x=l Q = 0=0 

x = r ?r = z=0 q = 1 ff = 

x = s nr^O z = a = <t = l 

Soll aber ji=0 werden für x=*q, x=r, x = s, so lehrt die 
Algebra, dafs ft die Factoren x — q, x — r, x — s enthalten rmifs, 
und zwar wenn, was hier stillschweigend vorausgesetzt wird, qrs 
verschiedene Grßfsen sind, alle drei Factoren zugleich. Li dem, 
was n sonst noch enthält, darf kein x mehr vorkommen, weil x 
sonst gegen die Toraussetzung ' die dritte Potenz überschreiten 
würde. ' Nennt man also G den Inbegriff der übrigen Constanten 
Factoren von n, so ist 

jt = C x — q x — rx — s. 
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4 Uebor Interpolation. 

Nach der ersten Bedingung ist aber n = l für x—p, folglich 
X = C p — q p — r p — s 



p—qp-^rp—s 
und also 

_ x— q x—r x— s 
p—qp—rp—s 

Dieselben Schlüsse auf x 9 " angewendet geben den allge- 
meinen Ausdruck 



(D *- 



— q x—r x—8 n x—px 



p—qp — rp—s q—pq—rq—s 

s x-p x-q x-s s x—p x-q x-r 

r—p r—q r—s s—p s—q s— r 

welcher die gegebenen Bedingungen nicht nur erfüllt, sondern 
auch wenn x die dritte Potenz nicht überschreiten soll, der 
einzige ist, der sie vollständig erfüllt. Die Differenz eines 
jeden andern nicht damit identischen von (I), müfste nämlich, 
den Bedingungen der Aufgabe zufolge, Null werden für die 
vier "Werthe: 

x =P> x — $> X = T, X = 8 
folglich die vier Factoren x—p x—q x — r x — s zugleich ent- 
halten, oder x auf die vierte Potenz erhoben, gegen die Vor- 
aussetzung. 

Man kann der Gleichung (I) noch eine elegantere Form 
geben, wenn man auf beiden Seiten mit 
x—p x — q x—r x—s 
dividirt Sie wird dann 

x _ + * + _ — g 

x—px—qx-^rx—s p—x p—q p—r p—s q—xq—pq—rq—s 

+ 5 + ^ 

r—x r—p r—q r—s s—x s—p s—q s—r 
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Ueber Interpolation. 5 

Nimmt man hier, da die Form von f(x) ganz -willkürlich 
gelassen ist, für X...s?» an, wodurch alsoP...p" #...<T" u-s.w. 
wird, so lässt sich diese Gleichung auch so ausdrücken: Wenn 
n Grröfsen ab cd gegeben sind (statt der vorigen xpqr), and 
die m" Potenz einer jeden derselben dividirt wird durch das 
Product aller Differenzen der zur Potenz erhobenen Gröfse 
von jeder der Übrigen, so ist die Summe aller » Quotienten 
jedesmal =0, so lange m zwischen und n— 2 beides inclu- 
sive liegt Diese letztere Beschränkung wird durch die Be- 
dingung herbeigeführt, dafs bei der Herleitung der Reihe die 
Potenzen höher als x 3 ausgeschlossen wurden. 

Die Untersuchung über den Werth der Reihe 

•■.«-.«• ete . (A) 



a— b a—c a—d . . . b— a b—c b~d . . . c—a c—b c—d . 

bei n Gröfsen für jeden beliebigen Werth von i», führt zu 
einer näheren Schätzung des Fehlers einer Interpolation. Zu 
diesem Ende entwickele man den Bruch 

j_ = l 

Y = y—ay-b y—c y-d . , . 

auf zweifache Weise. Zuerst, indem man ihn ansieht als 
das Product der einzelnen Brüche 

y-a y-b y-c 
jeden von diesen für sich entwickelt, und dann alle multipli- 
cirt Da 

-±j = y~ i + ojr a + oV . . . 

so wird 
(B) -^.=t,-» + Ay-(» + V + By~-<»+2>+... 

Pur den gegenwärtigen Zweck braucht man die Ooefücienten 
AB . . . nicht weiter zu kennen. Sie sind Übrigens nach com- 
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Ueber Interpolation. 

binatorischen Lehren für die — (n + r)** Potenz von y, die r tt 
Classe der Combinationen mit 'Wiederholungen aus n Ele- 
menten, nach Possolt's Bezeichnung, welcher diese Reihen 
(A) näher untersucht hat*), 

Lost man zweitens -y in die Summe der einzelnen Par- 
tialbrüche auf, deren Nenner respective y — a, y — b, y — c 
sind, so lehrt das bekannte Verfahren, dafs die Zähler dieser 
Brüche erhalten werden, wenn man in die Übrigen Factoren 
von -y, für y bei jedem Partialbruche den Wertb, substituirt, 

der entsteht, wenn man den Nenner des Partialbruches =0 
setzt, insofern ab cd alle von einander verschieden sind. 
Folglich wird 



Y a—b a—c a— d y—a 

+ b-ab-cb-d ' ~y=b etc ' 
Entwickelt man hier wieder die Brüche 
» 'etc. 

y-a y-b 
in Reihen, so wird 

T- Vt^-i... »-^'"^- 
+ i- ah -li-d..! r l *'>ir' + ^r'--- 

+ c-ac-L-ä..! r , +°^->-<''r > "- 

Snmmirt man alle diese, so werden die Coefficienten der 
verschiedenen Potenzen von y lauter Reihen von derselben 
Form wie (A). Bezeichnet man also die Summe einer solchen 



•) In seiner vortrefflichen Dissertation : De functionilws qaibaidam sym- 
metrica Auct. Posaelt. GotUngae 1818. 
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Ueber Interpolation. 7 

Reihe mit [0], [1], [m], je nach dem Grade der Potenz, zu 

welcher die Zähler der Brüche erhoben sind, so wird 

(C) ^= [a\y-*+[l]y->+\?\ir*.-- 

+ [n-2]»r(»-« + [n-l]jr»... + [rt+r-l]y-<"+'] 
und die Vergleichung der Coefficienten derselben Potenz von y 
in (B) und (C) giebt sogleich übereinstimmend mit dem Obigen 

[0]=0[l]=0...bis[n-2]=0 
dagegen aber 

[n — 1] = 1 nnd allgemein [n + r — 1] — '(0)". 
Ans dem ersten Resultate 

wird sich das für die Interpolation verlangte ergeben. 

Gesetzt nämlich, es sei in dem Tollständigen Ausdrucke 
von f(x), das vierte oder merklichste Glied aufser den angewan- 
den noch 

+ e • (x—a)* 

so werden auch PQES, da sie aas dem vollständigen Aus- 
druck berechnet sind, noch die Glieder e(p — a)\ e(q — a)*, 
■ (r — <*)*, e(s — o) 4 enthalten, und der Ausdruck 00 wird aufser 
den Werthen, die von den niederen Potenzen bis zur 3 tan in- 
clusive herrühren, noch das Increment haben: 

— e-x—p x — a x — r x — s\ ^ — ' 

r l p—xp—qp—r p — a 



q—x q—p q—r q— 
r—x r—p r—q r— 



s—x s—p s—q s—r \ 
Es werden aber die Nenner dieser Brüche nicht geändert, 
wenn man in ihnen die Werthe von xpqrs sämmtlich um a 
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Ueber Interpolation. 

vermindert, folglich wird man nach dem eben bewiesenen 
Theorem den in j } eingeschlossenen Theil auch so schreiben 
können: 

1 (*-«)* 



x— p x—q x—r x—s 

and die Formel (I) giebt folglich den Werth 

X = a ■+- ß (x — a) + y (x - o) 2 — 6 (x — o) 8 

-t-c (x — a)* — e x—p x — q x — r x — s 

Oder in Bezug auf die vierten Potenzen allein, ist der 
Fehler der Interpolation, d. h. das, was man ihr noch hinzu- 
fügen mtiiste, um den wahren Werth zu erhalten: 

+ s(z— p) {x — q) (x — r) (x — s). 

Die Bedingungen der Aufgabe lehren zwar nichts über 
den Werth von *, allein wenn man die Wahl hat, welche Ar- 
gumente man zur Interpolation anwenden kann, so kann man 
sie wenigstens so wählen, dals das Product 



ein Minimum wird. Offenbar aber wird das der Fall sein, wenn 
einer der Werthe pqrs dem x so nahe als möglich liegt, und die 
andern zu beiden Seiten so gleichförmig, als die gegebenen 
Daten verstatten, vertheilt sind. Wollte man z. B. für« = 41£ 
interpoliren, so würde, wenn man die Argumente 40 41 42 43 
wählte, der Fehler der Kleinstmöglichste 
, 40 

für 41 42 43 44 würde er = — gj«, nnd für die Argumente 
39 40 41 42 --§;*> so data das Verhältnifs der Fehler, ab- 
gesehen von dem Zeichen, sein würde: 
10 : 20 : 14. 
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lieber Interpolation. 9 

Diese Regel, die anzuwendenden Werthe p q r s stets 
so zu wählen, dafs x möglichst nahe ihrer Mitte fallt, sollte 
nie aufser Acht gelassen werden. 

Die allgemeine Formel (I) kann bei einer einzelnen Inter- 
polation manchmal mit Nutzen gebraucht werden. Sie hat den 
Vortheil, dafs, wenn vielleicht eine der Gröfsen PQ B S fehler- 
haft sein sollte, man bei ihr sogleich übersieht, wie grofs der 
Einftufs dieses Fehlers auf X sei. Sie hat aber den Nach- 
theil, dafs man gewöhnlich nicht weifs, wie viele Glieder 
PQ B S zur genauen Interpolation hinreichen und nöthig sind, 
and darum auch bei ihrer einzelnen Anwendung nicht sicher 
ist, ob man die äufserste Genauigkeit erreicht hat 

Um diese Ueb ersieht zu erleichtern, entwickele man die 
Formel (I) in eine Beihe, die successive von dem Gebrauche 
zweier Gröfseu, zu dem von dreien n- s. w. anfsteigt. Nennt 
man den Werth von X aus n Gröfsen hergeleitet X*, so hat man 



X l — X i = 



s x^px-gx-r 

s—p s—q s—r 

R / x-px-qx-s x—px-g \ 

\ r—p r—q r—a r—p r—q ) 

_ i x-p x-r x-s _ x-pz-r \ 

v \q-pq~rq-a q-pq-rl 

, „(x-qx-rx-s x-qx 



p-r) 
ht 
X i — X i = x —p x — q x — r l 



\p—q p—rp—s p—q p— 
oder wenn man zusammenzieht 

+ 2 

[p—q p—rp —s q—p q—r q—s 

4 g I S } 

r—p r—q r—s s—p s—q s—ri 

Eben so wird 

Xs-X^-x-px-ql £ + 2 +. * } 

X a -X 1 =x-p\-?- + -Q-] 
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10 Ueber Interpolation. 

X l — P da bei einem gegebenen Wert-ae Ton Interpolation 
eigentlich nicht die Rede sein kann. Eben so ist X$ — X, 
nichts anderes als der einfache Proportionaltheil. 

Die in { } eingeschlossenen GröTsen sind ganz symmetrische 
Functionen von 2, 3, 4, und, -wie man ohne vollständigen Be- 
weis doch bald übersieht, von fünf and mehreren Gröfsen. 
Jeder Functionenwerth ist in ihnen dividirt durch das Prodnct 
aller Differenzen des zugehörigen Argumentes von jedem der 
Übrigen. Man nenne sie Differenzgröfsen, und bezeichne sie, 
je nach den Gröfsen, die zu ihrer Bildung beitragen, durch 
[i»s]i LP ST] u. a w. Bei der Symmetrie der Formeln sind 
\jpqr] und [qrp] identisch, oder die Buchstaben lassen sich 
willkürlich vertauschen. 

Durch die Addition der verschiedenen Werthe erhält jetzt 
die Formel (I) die zum Gebrauch bequemere Gestalt 

Xi => P-\- x — p [p • 2] -f- x — p x — q [p • q ■ r] 

+ x — px~ qx — r[p-q-r~s\ (DI) 

Am leichtesten wird die Bildung der Differenzgröfsen 
Übersehen, wenn man zwei von denselben Dimensionen, in 
welchen alle Elemente bis auf eines dieselben sind, von ein- 
ander abzieht. So z. B. ist 

[g.r.s]-[p.tf-r] = 



3-qs^r ' "\r 


-q r—s r- 


-pr—q 


I 


1 O 1 ' 


1 1 


■%- 


1 


v l S— r 2— 8 


q-tl-rf 


qp-r 


8 S 


i-p 






s— g s~ r r—p ? 


-qr-t 




Qt-p 


P 






i-p t-r q-t 


p—qp—r 






(p-f) [p.q.r-a] 









nnd wie man bald Übersieht, ganz allgemein 

b' •••!/«] -!>••••!(] -(z-p) [p ••••»*] 
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Ueber Interpolation. 11 

Denkt man sich also die Differenzgröfeen, wozu man der 
Symmetrie wegen PQES selbst rechnen Jsann, so onterein- 
and ergesetzt: 

[?-s] 



I 



^:S-i:>— 



so entsteht jede folgende Verticalreihe, indem man ein Glied 
der vorhergehenden von dem darunterstehenden abzieht, and 
diese Differenz dividirt durch die Differenz der Argumente, 
auf welche die beiden durch die nächst höhere und nächst 
tiefere Differenzgröfse gezogenen Diagonalen hinweisen. Es 
ist nämlich: 



!>•?] 


= 




Q-P 

p-q 




[p-l-r] 


- 


[j 


r-\-\P 
r—p 


ä] 


p-i-r-s 


= 


\M-r 


■]-[!> 


5-r] 



s-p 

Bei dieser Anwendung der Formel (H) wird man immer 
von oben herunter interpoliren, und auf die verschiedenen 
Zeichen Rücksicht, nehmen müssen. Vortheilhafter und leichter 
zn übersehen ist es, wenn man aus der Mitte, oder aus der 
Gegend, wo x sich befindet, heraus interpolirte. Bei allen 
Formeln ist bisher auf eine bestimmte Anordnung gar keine 
Rücksicht genommen worden. Man wird also auch eine andere 
Gröfse als P zur ersten machen können. Wählt man die 
Anordnung BQSPT, so wird die Formel (IE): 

X t = B + x — r[r-q]+x — rx — q [r-g-a] 
-t-x — r x — q x — s [r-g-S'p] 
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12 Ueber Interpolation. 

oder mit erlaubter Vertauschung der Buchstaben: 

(IH) Xi^B + x-r [q. r ] + x-r x-q \q-r-s] 

+ x — r x — q x — s [p~q-r-s] 

und wenn man einen Blick auf das obige Schema wirft, so 
sieht man, dafs die hier gebrauchten Differenzgröfsen [q-r], 
[q-r-s], [g-q-r-s] alle wechselsweise über und unter einer 
horizontalen Linie liegen, die man zwischen R und [q-r] 
mitten durchziehen kann. Eben so wurde die Anordnung 
R S Q TP die Formel geben: 

(IT) Xi^R + x — r [r-s]-hx — r x — s [q-r • s] 

+ x — r x — s x — q [q-r-s-i] 

wo die horizontale Linie zwischen R und [r ■ s] durchgezogen 
werden mufs. Die Formel (DI) gilt für den Fall, wo x 
zwischen q und r, die (TV), wo x zwischen r nnd s liegt. 

Man kann beide in einen Ausdruck zusammenfassen, wenn 
man alle Größen p q r u. s. w. , die anf der einen Seite von 
x liegen, mit a„ <*„_, ■■• a^ a bezeichnet, wobei a dem x am 
nächsten, die auf der anderen Seite liegenden * ( • • ■ mit b b t 
b 3 • • • b m wobei wiederum b dem x am nächsten. Setzt man 
nun überhaupt, dafs unter a immer die dem x nähere Gröfse, 
unter b die entferntere verstanden werden soll, so werden 
beide Formeln 

(V) X= A + x — a [a-b]+x — a x — b [«j ab] 

+ x — ax — bx — a l fo « 6 6,] 

+ x—ax — bx — a l x — bi [a^a^abb^] 

Zur Berechnung ist es am bequemsten, die Differenz- 
gröfsen snccessive durch die folgenden zu verbessern, oder die 
Formel, mit Absonderung der gemeinschaftlichen Factoren, 
so zu schreiben: 

(VI) X=A + x-a{[ab] + x - &{[oi ab] +x-a l {fo a&Ö!]"}}} 
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Man gebraucht dabei die Factoren in folgender Ordnung 
x— b„, x — a a , x — hn-u x — On-j ••■• x — a u x — b, x — a. 

Wenn man also von x ausgebt, und zuerst das nächste Glied 
nimmt, nm x ~ a zu erhalten, dann auf der andern Seite x — b 
bildet, jetzt wieder x — oy und so immer abwechselnd, so mnfs 
man beim Gebrauch die Reihe der Factoren gänzlich umkehren. 
Diese letzteren Formeln haben den erheblichen Vorzug, 
dafs man bei ihnen die Zeichen nicht zu berücksichtigen 
braucht, wenn man sich nur zur Regel macht, die Differenz- 
gröfsen immer so zu verbessern, dass sie dadurch dem früher 
erwähnten Striche, über und unter welchem sie wechselseitig 
liegen, stets näher gebracht werden, oder dafs die Correction 
sie der jenseits des Striches liegenden Differenzgröfse annähert. 
Den Grund hievon ersieht man, wenn man die beiden Fälle, 
wo der Correctionsfactor von der Form x— a m und wo er von 
der x — b„ ist, unterscheidet. Im ersteren Falle ist die Cor- 
rection Stets 

+ x — «„ [a„a n -i- • ■ ab • ■ • b„-i 6„] 
Wählt man der Kürze wegen ein bestimmtes Beispiel, wo n 
etwa =1, und entwirft sich das gehörige Schema, so wird 
man finden, dafs die angegebene Regel verlangt, dafs 

faab] + x — Oi [Oiö b b{] 
immer falle zwischen 

[ai&i] und [«,«&] 
Nun ist aber nach dem früher Bewiesenen 

folglich wird der Ausdruck (C) 
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and der Factor 



X—Oy 



ist in allen Fällen, vermöge der angenommenen Bezeichnung, 
positiv und kleiner als 1. Da man nnn statt [«&&,] auch 
schreiben kann 

so sieht man, dafs die Correction stets, der Regel gemäfs, 
nach [abbi] zn, die DiiferenzgröTse faab] hin corrigirt, den 
einzigen Fall ausgenommen, dafs durch eine frühere Correction 
die Differenzgröfse [a, abb^] in ihrem Zeichen geändert wäre. 
In diesem einzigen Ausnahmefall wird eine Entfernung statt- 
finden. Allein bei einiger Aufmerksamkeit wird man besonders 
bei mehreren Interpolationen sich hierin nicht irren können. 
Dasselbe findet bei dem zweiten Falle, wo der Corrections- 
factor von der Form x — 6„ ist, statt Die Correction ist dann 
(x-6 n )[a fl + 1 a M .-.a6...i fl ] 

wird angebracht an [o, • • • ab ■ • ■ JJ, und soll dieses der Diffe- 
renzgröfse 

[a 0+1 ..-a6..-6 B _,J 

näher bringen. Die beiden den obigen analogen Ausdrucke 
werden hier: 



[o. . ■ nt ■ ■ i.] - * _* t ([o. ■ ■ ai • ■ ij - [nn-i 


■•»■•lb-d) 


[a»-.o5-.S„]- ([«•-- <*'-U-h+i- 


• aJ--i._j) 


wobei wiederum der Factor 




x-l. 





stets positiv nnd kleiner als 1 ist Dieselbe Ausnahme findet 
auch hier wie oben statt. 
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Wendet man nun diese allgemeinen Formeln auf den bei 

astronomischen Interpolationen häufigsten Fall an, wo pqrs 

eine arithmetische Beine bilden, so sieht man sogleich, dafs 

die DifferenzgröTsen in die sogenannten ersten, zweiten, dritten 

und folgenden Differenzen übergehen, jede respective durch 

das Prodnct aller ganzen Zahlen bis zu ihrem Zeiger inclusive 

dividirt. Oder es wird 

Lp-3] =AF 

r i A 3 ^ 

[p-i-r] — f-g- 

l> -3 ""•*] = "128- 

wobei die gleichen Intervalle q — p, r — q etc. als Einheiten 
angesehen werden. Setzt man 

x-p-t 
in diesen Einheiten ausgedrückt, und schreibt aberall 

statt x — q..>. x — p — (q — p) - 
x — r • ■ ■ • x —p — (r — p) 
so wird die Formel (II): 

(II)* X=P+f.AP+^-A a P + ''i~y'~ 2 A 3 P... 

die gewöhnliche Interpolationsformel. 

Versteht man dagegen unter A A 3 A a die Differenzen, 
welche wechselsweise unter und aber dem horizontalen Striche 
liegen, der von der Gegend des x ans gezogen wird, so wird 
bei aufsteigendem Argumente aus (JH.), wenn r — x = t, 
oder x zwischen j und r liegt: 

(IID* X~8-t.&Q + ±^tfS-t±^*£±tfQ 

und aus (IV) wenn x — r = t, oder x zwischen r und s liegt: 
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1 

"Wäre das Argument bei den letzton Formeln nicht auf- 
steigend, sondern niedersteigend, so würden die Zeichen 
der Glieder in beiden nur zu vertauschen sein, wenn man * 
immer als positiv ansehen will. Für die successive Verbesse- 
rung der Differenzen erhält man 

* = *_j a? _^{ a ,*_l-{ a . q _'-w..1|!) 



x=ä+({aä+^{^ 



Wenn t genau gleich - % , oder wenn x genau in der Mitte 
zwischen q und r liegt, so ist es, in Hinsicht auf die Genauig- 
keit, einerlei, ob man von q aus vorwärts, oder von r aus 
rückwärts interpolirt Die erste Form wurde nach (IV)* 
heifsen: 

und die zweite nach (HI)* 

Bei der Verbindung beider fallen alle ungeraden Diffe- 
renzen heraus, und wenn man die jedesmaligen Summen der 
geraden Differenzen, die auf derselben horizontalen Linie mit 
Q und ß stehen, durch k' k" u. s. w. bezeichnet, oder setzt 
Q+ B=k 
A*Q + &'It = k' 
& i Q + &*R = k" U.S-W. 
so heilst die Formel 

AT* TT L h 1 l ** -u \lAß k " _ 113 3 5 5 ft^ 

IV J A= 2 » 24 2 t 2468" 2 24681012 2 *" 
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Bei dieser Formel kann man sich wieder die Rücksicht 
auf die Zeichen durch eine andere Betrachtung ersparen. 
Bezeichnet man nämlich die beiden Differenzen, die irgend 
welches k bilden, mit ß und ß\ und die nächstvorhergehende 
und folgende mit 'ß und ß", und bildet sich das Schema: 

'ß a _,„ 

ß ff-a ß'-2fi+'ß 
p, ß 1 -ß 

so wird, wenn 

fr = ß + ß' fr+r = ß»-ß<-ß + <ß 

= ß" + 'ß-]0 

oder es ist immer 

Die Correction hat aber immer die Form 
A» — ak n + 1 

wo « positiv und kleiner als 1. Folglich wird die an &" oder 
ß+ß' angebrachte Correction stets so wirken, dafs sie die 
Summe ß + ß' von der Summe der nächstfolgenden und nächst- 
vorhergehenden Differenz entfernt, den Fall ausgenommen, 
wo^ +1 durch eine frühere Correction sein Zeichen geändert 
haben sollte, was bei mehreren aufeinanderfolgenden Interpo- 
lationen leicht zu Übersehen ist, und nie zu Irrthümern führen 
wird. Diese letzte Formel (V)* ist so genau, und zugleich so 
bequem, dafs bei Berechnung einer Tafel man immer wohl 
thun wird, für Intervalle, die um eine ganze Potenz von 2 
von einander entfernt sind, die strengen Werthe zu berechnen, 
und dann die zwischenliegenden nach dieser Formel zu suchen. 
Zur Bildung von Beispielen wollen wir den umstehenden 
Theil der Ephemeride für die Mondslänge ans dem Jahrbuch 
für 1830 benutzen: 

EnckrtA 
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i A A a 


6.' 


Apr. 4 0» 152° 15' M','6 

12 158 15 45,5 + 65948,9 _i4 82 

5 164 13 46,2 558 °' 7 1251 +23 ' 1 
12 170 10 21,8 55635 ' 6 i 32 21 . 9 

6 176 5 54,2 555S2 ' 4 „438 19 ' 4 
12 182 42,8 6M48 ' 6 



-1,2 

2,5 



Wollte man hier die Länge für Apr. 5 7 h haben, so mutete 
man von Apr. 5 12 h ausgehen und die Formel (HI)* anwenden. 
Die Factoren x — a x -~ h etc. nach V und VI, immer durch 
die Ordnungszahl der Differenz dividirt, sind dasselbe, was in 

m* durch t, -j— ete. ausgedrückt wird; man hat also die 
Correctionsfactoren : 



und wenn man die Reihe umkehrt: 



Die Verbesserung der dritten Differenz durch die vierte wird 



2,5-19 
48 



und ist, ohne weitere Bücksicht auf das Zeichen zn nehmen, 
so anzubringen, dafs 21,9 dem 19,4 genähert wird. Folglich 
wird die verbesserte dritte Differenz 20,9. Hiemit wird die 
zweite: 

1 8,2 + H 20,9-1 13,07 
weil die Verbesserung eine Annäherung an 1 25,1 bewirken soll. 
Die verbesserte erste wird jetzt: 

5 56 35,6 -,»5 73,07=5 56 14,29 
aus dem nämlichen Grunde. Nimmt man hievon ^ und sub- 
trahirt sie von 170 10 21,8, ao hat man: 

Apr. 5. 7".,. 167*41' 55",85 
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Ueber Interpolation. 19 

Wäre man von Apr. 5 h nach der Formel (IV)* ausge- 
gangen, gegen die obige Regel, so würden die Factoren ge- 
wesen sein: 

1. A 19 II 

12 24 36 48 

and die verbesserten Differenzen nach der Ordnung: 

22,3 1 13,3 5 56 50,87 

wodurch ebenfalls dieselbe Länge erhalten wäre. Dafs die 
gegebene Kegel vollkommen mit dem Wechsel der Zeichen in 
diesem Beispiel tibereinstimmt, wird Jeder bei gehöriger 
Rücksichtnahme darauf finden. 

Um die Leichtigkeit der Interpolation in die Mitte hinein 
nach der Formel (V)* zu bemerken, suche man die Längen 
für Apr. 5 6 h und 18 h . Da die vierten Differenzen unsicher 
sind, so braucht man sie eigentlich nicht einmal mitzunehmen, 
auch wird ihr Einflnfs nur dann merklich sein, wenn sie be- 
trächtlicher sind wie hier, da die Summe k" multiplicirt wird 
mit i ■ -\ ■ ,\ = .J- fi . Man hat folglich für 



6i. 


..4"- -2 28,3... -J4'- + 18,54 


18k. 


..Um. — 1 47,0... -ifc' — 1-13,38 


und danu: 




Apr. 5. 

6. 


& 164» 13' 46",2 

6 167 12 13 .S-*- 25827 ' 1 ^ 
12 170 10 21,8 f** U ,6 
18 173 8 14 ,7 0,! "' v 13 4 

176 5 54 ,2 67 89 ' 5 ' 



Interpolirt man wieder in die Mitte hinein, so hat man für 
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»...k> 34,2 -Jf- + 4,S 

Apr. 5. 6» 167 12 13,3 

9 168 4119,7 + 1296,4 _43 

1 9Q 9 1 ' 

12 17010 21,8 lZBZ ' 1 
woran» nach der gewöhnlichen Interpolationsformel (II)* für 7 b 

167 12 13,3 
+ 29 42,13 
+ 0,48 

7>" . . . 167 41 55,9 
wie oben. Die Rücksicht auf die Zeichen hätte man sich bei 
der Interpolation in die Mitte hinein wieder ersparen können, 
weil ein Blick zeigt, dafs die k vergröfsert werden müssen. 

Hat man nicht für ganze Stunden zu interpoliren, sondern 
für eine Zeit, die einzelne Secunden enthalt, so kann man sich 
erlauben, bei den Correctionsfactoren der höheren Differenzen 
einen genäherten ächten Bruch statt des wahren t zu Substi- 
tuten. So wenn man die Länge für den Austritt von 82 leonis 
7 h 24' 16" haben will, so wird, wenn man von Apr. 5 12 h ausgeht: 



_ 4h 35' 44" 
12 



wofür man aus den Kettenbrächen den genäherten Werth ^ 
erhält Die Faetoren werden also: 

^ 18 21 

26 39 52 

die verbesserten Differenzen 

20,9 1 12,8 5° 56' 13",20 

Wendet mau bei dieser letzten den genauen Werth von ( an, 
so erhält man: 

71* 24' 16" . . . 167° 53' 56",7 
übereinstimmend mit der Interpolation aus den gefundenen 
Werthen für 6* 1 9 h und 12 h . 
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Ueber mechanische Quadratur. 



Die mechanische Quadratur gründet sich anf die Herleitung 
des allgemeinen Ausdrucks für irgend welche Function aus ge- 
gebenen numerischen Werthen derselben vermittelst der Interpo- 
lationsrechnung. Die gegebenen Werthe der Function werden 
immer bestimmten Werthen der "Variabein entsprechen, welche in 
der Function enthalten sind. Für den Fall der allein hier be- 
trachtet werden wird, dafs nur eine unabhängige Variable vor- 
kommt, können die bestimmten Werthe dieser Variabein, für 
welche die Werthe der Function gegeben sind, entweder keiner 
festen Ordnung folgen, in welchem Falle die Interpolationsrech- 
nnng mit ungleichen Intervallen anzuwenden sein wird, und die so- 



•) Bei meinem Aufenthalt in Göttingen im Jahre 1812 Übertrag mir 
Herr Hofrath Oaufe die Berechnung der speciellen Störungen der Pallas, 
und leitete mir zu diesem Behufe seine Methoden und Formeln ab, deren er 
seit längerer Zeit sich bedient hatte. Er hatte damals die Absicht selbst 
etwas Über diesen Gegenstand bekannt zu macheu und behielt sich diese Er- 
läuterung vor. Jetzt wo leider die Aussicht auf ein eigenes Werk von 
Gaufs, wegen seiner vielfachen andern wichtigen Untersuchungen, so gut 
wie verschwunden acheint, hat er es mir gestattet, das was ich aus seinen 
Vortragen für die nachherige häufige Anwendung auf Cometen und kleine 
Planeten benutzt habe hier zu publiciren; wobei ich nur noch hinzuzufügen 
mir erlaube, dafs der Weg zum Beweise der Formeln nicht genau der ist, 
welchen Gaufs bei mir genommen, weil es mir nicht rathsam schien allzu 
viele verwandte Betrachtungen einzumischen. Diese Bemerkung soll, wie sich 
von selbst versteht, nur bevorworten, dafs wenn vielleicht in der Beweisfüh- 
rung Einiges nicht bestimmt genug erscheinen möchte, der Fehler ganz allein 
mir zur Last fallt. 
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genannten Cotesischen Formeln hervorgehen, oder sie können eine 
arithmetische Progression bilden, wobei die gewöhnliche Interpo- 
lation benatzt wird. Nur diese letzte regelmäßige Reihefolge der 
Argumente wird bei dem Problem der speziellen Störungen mit 
V ortheil gewählt werden können, weswegen auch hier nur eine 
arithmetische Progression bei der Aufeinanderfolge der Argumente 
vorausgesetzt wird. 

Zur leichten Uebersicht der verschiedenen Differenzreihen 
welche hier vorkommen werden, bezeichne man die Reihefolge der 
Werthe des Arguments, oder der bestimmten Werthe der Variabein 
für welche die numerischen Werthe der Function gegeben sind, mit 

o, o + Im, a + 2a>, a + 3w, 

und die ihnen entsprechenden Werthe der Function mit 
ff&ftfi + l), fta+8), fta + S) 

wobei unter dem Functionszeichen die gewählte Einheit des Inter- 
valls & weggelassen ist. Irgend welcher unbestimmte Werth der 
Variabein wird dann durch a-t-na>, und der Function durch 
f(a+nto) ausgedrückt werden können, wo n eine positive oder 
negative, ganze oder gebrochene Zahl sein kann. Die ersten Dif- 
ferenzen von f(a), f(a ■+• I), f(a + 2) etc. mögen durch das Functions- 
zeichen f angedeutet werden, und um den Ort der Differenz 
jedesmal anzugeben, füge man unter f das arithmetische Mittel 
der Argumente hinzu , welche bei den beiden Functionen f znm 
Gründe liegen, aus deren Differenz f entstanden ist. Es wird also 
f(a + l)-f(a) -/"(a + D 
f(a + 2) - f(a + 1) = f (a + 4) etc. 

Dasselbe Gesetz in Hinsicht auf die Bezeichnung finde auch 
bei allen folgenden Differenzen statt. Die zweiten Differenzen 
sollen durch f", die dritten durch f" etc. angedeutet werden, 
jedesmal mit Hinzufugung des arithmetischen Mittels aus den Ar- 
gumenten, welche bei den beiden vorhergehenden Hauptfnnctionen 
statt finden, deren Differenz die neue Function ist So wird 
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/■ («+«-/" (»-«-/» 

f la+il-f (a + i)-/"(a+l) etc. 
flß+D-fla) -n« + « 

/> + 2) - n« + 1) - f ifl + 1) etc. 

Diese Bezeichnung erinnert zugleich daran, dafs die verschie- 
denen Differenzreihen, eben so wie die ursprüngliche Function, als 
Gröfsen angesehen werden müssen, welche eiDer arithmetischen 
Reihe von Argumenten entsprechen. Wenn man die Differenz 
f{a — i), als eine Function von (a — 5) wirklich betrachten wollte, 
so wird /"(«+?) dieselbe Function von (ffl + 4) sein, weil jene in 
diese übergeht wenn man (a + 1) statt (a) substitnirt. Die unter 
den Fnnctionszeichen stehenden Argumente bei den ungeraden 
Differenzreihen, der ersten, dritten, fünften n. s. w- enthalten bei 
den wirklich vorkommenden Differenzen immer Brüche deren 
Nenner 2 ist, bei den geraden Differenzreihen sind alle Argumente 
der wirklich vorkommenden Differenzen aus ganzen Zahlen gebildet. 

Das vollständige Schema wird hiernach folgendes: 



Argument 



fonction. 



I. Diff. 



IL 



IV. Diff. 



a-2 
a — 1 •« 
a 
a+1 -ft) 

a + 2 

etc. 



/•(a-2) 
/(a-1) 
/(«) 

/(a+1) 

/(a + 2) 

etc. 



/"(a-J) 
/"(a-1) 
/"(a + 1) 
f(« + i) 

etc. 



/"(a-2) 
/"(a-1) 

/"(a) 
/»(a+1) 
/"(a + 2) 
etc. 



/""(a-i) 

n«-{) 

/"'(a + S) 

/"'(« + » 

etc. 



/"(a-2) 
/"(a-1) 

r<a) 

/"(a+1) 

/"(a + 2) 

etc. 



In der Interpolationsrechnnng wird bewiesen, dafs für irgend 
welchen Werth des Argumentes ■ • ■ a + n m ■ • • die Gleichung gilt: 

/(a + n»)-/(a)+»f(a + i) + ^-=-Öf'(a) 



(1) +- 



-!)(»-») 



-/"(«) 



, (!> + 2)(n+l)»i(»-l)(«-2) 



Ha + i). 
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und eben so weil 

/"(* + !)-/• (o-i)+/»(a) 

r(«+i)-r(*-i)+n«)etc. 

auch sein wird: 



, (« + 2)(n+i) W (w-i)(w-8) rT ,, , 

+ ~i 2 — r~i r~' (o-s). ■•• 

Die erste Formel wird am vortheilhaftesten gebraucht wenn 
n positiv ist, die zweite wenn n negativ ist. Für einen sehr 
kleinen Werth von n kann man jede der beiden Formeln mit nahe 
gleicher Genauigkeit anwenden, oder noch besser das arithmetische 
Mittel aus ihnen. Um dieses übersichtlich schreiben zu können, 
führe man die neue Bezeichnung ein, dafs das arithmetische Mittel 
zweier auf einander folgenden Functionen in jeder Differenzreihe 
durch dasselbe Funcüonszeichen, mit Hinzufügung des arithme- 
tischen Mittels ans den Argumenten der beiden Functionen ange- 
deutet werden soll. Es wird hiernach 

if (« + *) + */" (a-iWW 

if (a + *) + if (« + *)-/* C*+l) etc. 

i/»C« + i) + l/"(«) -/"(•+ D 
ir(«+ 2 ) + if'C«+i) = f (« + *) etc. 
tf"(a + i) + lf u (a-l)-f"(a) 
i /"'(« + *) + 4 f '(<* + 4) = f "(« + 1 ) etc. 

Der fehlende Bruch mit dem Nenner 2 bei den ungeraden 
Differenzreihen, oder einem ungeraden Accente des Functions- 
Zeichens, deutet folglich ein arithmetisches Mittel an; ebenso ein 
vorkommender Bruch bei den geraden Differenzreihen und Accenten 
ein arithmetisches Mittel zwischen zwei gleichnamigen Functionen. 
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Wendet man dieses auf das arithmetische Mittel zwischen (l) 
nnd (2) an, so wird 

f(a + n»)-fta) + nna) + £ s f'(a)+ (w + 1) ; (w ~ 1) /■>) 

, (n+2)(n+l)«(«-l)(n-2) 
"*" 1 2 3 4 5 ' W - ' ' 

Ordnet man diese Reihe nach Potenzen von n so wird: 
/ ? (a+n«)=/'(o)+ n{f (a)- t /"" (»)+ * T (•)— rW^C«).-} 

+ i «y w-Ar c«)+ Are).-} 
+ i »"{/"'(«)- i r «D+Tfcr-o» ■ • • ■ } 
(4) + atw-^w....} 

+ T ^« B {rc«)-Är u (a)--..} 
+ rh^n«»)....} 
+™ , ™« i {f»--..} 

wo nur f"(a), fia), /^'(a) wirklich in den Differenzreihen vorkom- 
men, f(a) t f"(fl), f(a\ f™(a) die arithmetischen Mittel sind, welche 
in dem allgemeinen Schema auf einer Horizontallinie stehend ge- 
dacht werden können, die dnreh f(a), f'{a), f"(a), f™(a) . . . gezogen 
worden ist. 

Diese Reihe giebt unmittelbar die Werthe der Differential- 

aU die Grenze von — — ^-^ bei unendlich kleinem n (falls w als 

ntt> 

constant beibehalten werden soll) und eben so J\ , fv etc - M w "' d 
TT - - »"T ( "'- * fW + A r W-ri,/™(«)---} 
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nnd Überhaupt J\' — dem Coefficienten von in der obi- 

ao™ i 2 3... »» 

gen Reihe mnltiplicirt mit — ~ Der Differentialquotient irgend wel- 
cher Function f(a 4- «w) wird daraus 
dga + n^ _ df(a + n m ) i d/(a) d^a) d^to 

da M — * — dF +nft, ~di r+3 " w ~ä^ + "" 

wenn man die eben gegebenen Werthe substituirt, oder wenn man 
nicht nach Potenzen von n ordnen will: 

df{a + na) i f a , , .„ . 3« a — 1„„, . 4n 8 — an ,„. . 

d« j =- M p)+<w+-rrr^w + -nTr^ 

(6) + ! 2 3 4 5, rW"\ 

So wie in (4) die Argumentwerthe a durchgängig eingeführt 
sind, wobei das arithmetische Mittel der ungeraden Differenzen 
angewandt werden mufste, so kann man auch die Argumentenwerthe 
{a — |) durchgängig einführen, in welchem Falle das arithmetische 
Mittel bei den geraden Differenzen eintreten wird. Schreibt man 
für a + mw . . . a — 1 w + (n 4- 1) w so wird aus (1) 

f(a+n«)-f(fi-l) + (n + X)fta-l)+ (w * l} * /" (o - 1) 

f (O — -iJ H j ä — —3 4 T V* - 1J 



t- ! 2 3 / V U T l 2 3 

, (W + 3) (« + »{»+1) «(«-!) _, , , 

nnd wenn man das arithmetische Mittel zwischen dieser Formel 
und (2) nimmt, so erhält man 

(w + i)n(«- H) .„ («+g)(n + i)»(n-i) — , » 

+ 1 2 3 ' ^ - 3J + — I 2 3 4 ' <■ i} 

(1) 

K (n + g)(n + i)«(M-i)(n + j)^,, , 
+ — — — — 7 («-*)... 
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Die Entwicklung dieser Formel nach Potenzen von n macht 
sich nicht ganz so einfach wie (4) weil hier in jedem Factoren 
einer Potenz von n alle Differenzen sowohl der geraden als der 
ungeraden Reihen vorkommen, während dort entweder lauter gerade 
oder lauter ungerade zusammen verbunden waren. Man erhält, 
weil «•-*) +*/*(•-«- fM 

/>(* + *-)- 

f{a)+ «{/* («-i)+ir(«-D+Ar(«-i)- rvr(»-i)-} 

+ 4« 8 {f"(*-i) + if T (a-i)...} 
wie auch die unmittelbare Substitution von 

n«)=/*'(«-i)+ir>-i) 

und die damit verwandten für f"«, /""o, in (4) ergeben würden. 
Für den Differentialquotienten erhält man: 



T 1 2 3 

Für einen Werth « = — J oder einen wenig davon verschiedenen 
wird man nach dieser Formel den Differentialquotienten am direk- 
testen finden; für n = 0, oder wenig davon verschieden, ist die in 
(6) gegebene Form vorzuziehen.*) 

So wie die ersten und folgenden Differenzreihen den ersten 
und höheren Differentialquotienten um so näher entsprechen, je 
schneller die Differenzen Überhaupt abnehmen oder je kleiner das 
Intervall genommen worden, eben so werden auch umgekehrt die 
erste und die übrigen noch weiter vorgehenden sommirten Reihen, 

*) Die beiden Formeln für den Differential quotienten Bind identisch mit 
den von Beseel nnd Hansen gegebenen in Schumacher Astronom. Nachr. 
IL 187. ff. 
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den ersten und hohem Integralen zwischen bestimmten Grenzen 
nm so näher kommen, je enger die berechneten Werthe der zn 
integrirenden Function stehen. Sei also das Integral 



f. 



x" 
f(x)- dx 



numerisch zn bestimmen. Man nehme unter den Werthen welche 
x wirklich haben kann irgend einen beliebigen ... a, und verbinde 
damit einen Zuwachs von a, der mit » bezeichnet werden möge, 
von beliebiger Gröfse, berechne eine Anzahl Functionen f(a), 
f(a + lto), f(a + 2to) etc., setze ferner 



dx = a>- dn 

. x" — a 



r\x" r*n" 

f(x)dx= a \ f( 
J x' J n' 



und das allgemeine Integral für die letzte Form findet sich so- 
gleich ans (4) 

Cf(a + na) dn = M + n f(a) 

+ i«?{f c«)-ir(«)+Är («)-Ti ö r H («)-} 
+ i« 8 ^' («Kr(«)+Ar («)...} 

+ a «* {r («)- i r («)+Ti B r u (o) • • ■ } 

+ Ti n « 6 {r(«)-irw-} 

+ T i*« 8 {r(«wr»---} 
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wo M die Constante ist Sabstitairt man hier für n einmal ri 
und nachher n", zieht das Resultat der; ersten Substitution von der 
zweiten ab, so hat man das bestimmte Integral zwischen den 
Grenzen n' and n". Offenbar wird das.ißesultat am einfachsten 
wenn die Gröfse a so gewählt ist, daTs n" = — «', oder wenn a = 
i (x' + x"\ weil in diesem Falle die geraden Potenzen von n bei 
der Subtraction verschwinden- "Wäre zwar die Anfangsgrenze ri 
gegeben, aber die Grenze des Endes n" unbestimmt gelassen, so 
würde man die Constante M so bestimmen dafs das Integral für 
n = ri Null würde, also setzen 

M ri f(ä) - i n" {f (a) - i f"(a) + A f («) - rU /™W ■ ■ •} 

- i n" {f>(a) - A r«*) + A na) . . . } etc. 

und damit das Integral bis zu jeder beliebigen spatern Grenze 
n erhalten. Um die hier vorkommenden Werthe f (<*), f'(ß), f"'(a) etc. 
zu bekommen, wird man so viele Gröfsen f(a — 2), f(a — 1), f(a), 
f(a + 1) als nöthig sein mögen zn bestimmen haben. 

Gewöhnlich sind die Grenzen x" und x' so entfernt von 
einander, dafs man eine beträchtliche Anzahl von Functionen f zu 
berechnen gezwungen ist. Denn entweder wird in diesem Falle 
bei mäfsigem o>, die Zahl ri' — ri sehr grofs, oder bei grofsem </> 
werden die höheren Differenzen /""(«), f™(a) noch sehr beträchtlich 
sein. Ist man aber doch gezwungen eine gröfsere Anzahl von 
Werthen zu berechnen, so kann man sich die Substitution der 
Grenzen wesentlich erleichtern, wenn man das ganze Integral in 
so viele einzelne kleinere zerfallt als n" — ri Einheiten enthält. 
Die bequemste Form wird nach der obigen Bemerkung dabei die 
folgende sein: 

Man wähle a so, dafs 

x' ~ a _ , _ ± 



a = x' + \& 
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und berechne sowohl f{a),f(a+l), f(a + 2)... so weit es nothig 
sein sollte, als auch noch einige Werthe vor f(a), f(a~l), f(a~2) etc. 
Dann wird 



i 






oder wenn man zusammenzieht 



ß 



+ i 
f(a + »») in - f(_a) + „', /"(<■) - u-tin f" («) + n *¥£» T' («) • 

Ganz auf die nämliche Weise wird 
-. H-i .-. « — 1 = + * 



J> +4 /^ 1+4 
f(a +na) dn= lf(a + lm + (n— l)u)d(n— 1) 
+4 »— 1 t 



>+» 

|/'(o+«.)ä«-ft»+2HT> l /"(M-2)-5Hii/ : "('H-2)+ 5 ,W.üf*('H-2)-- 

und sofort für jede ganze Zahl *: 

H 



ffl.o 
J + < 

und s 



f 



folglich, wenn man alle einzelnen Integrale in. eine Summe Ter* 
einigt, so wird: 
,» + } 
]/■(» + »»)<*»•- {fW +f (»+!) + /■ (s + 2)... + / (» + >)} 
-i + AfW+/"(« + l) + H« + ?)-.+n«+4 

+.<wiü{/"(o)+r , («+i)+r , («+2)...+r , <«+'')}-.- 
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Nun aber ist nach dem obigen Schema 
/"(*) + /*' (« + !)-.. +f'(a + i)*»f (a + i + ^-f (a-i) 

liiid eben so würde wenn man vor f(a) noch eine summirte Reihe 
jätte deren Differenz /"(«), f(a+ 1).... f(a-hf) wäre, und welche der 
Analogie nach mit Y(«-£), '/"(a + £).... 'f(a + i + £) bezeichnet 
forden kann: 

/'(«)+A«+i)....+rt«+0- l A«+<+D-V(«— Öi 
i dafs das Integral sich einfach so schreiben lässt: 



\f(a-hna)dn= 'f (a + i + # - >f (o — J) 

+ &f(a + i + i) - Af(«-Ö 

io) - ,H*r(«+i+4) + ¥ u,no-ö 

i ist hier offenbar ganz gleichgültig welchen Wertb man in 
f der Reihe der summirten Function '/ für 'f(a — £) angenommen 
i hat, da er erst zu jedem G-Hede einmal hinzugefügt ist, und bei 
dem Integral nachher wieder abgezogen wird- Man kann ihn ent- 
weder = annehmen, oder gleich dem Werth des Integrals bis 
I zu der Grenze « = — i, wenn vielleicht das neue Integral sich an 
ein früheres anschliefsen sollte. Nimmt man immer die Glieder 
zusammen welche sich auf die Anfangsgrenze beziehen und setzt 
sie = C, so dafs 

c- - ftfl - i) - A n* - i) + *Hü f> - ö - *#&* r(* - ö 

so vertritt C für jede spätere Endgrenze die Stelle der Constante, 
und die vollständige Anordnung wird: 
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Argument. 


Hanpt- 

ninction. 




s 


...... i... 


tion. 


a 


m 


c 
'/■(«+ 


«■ 


■O+rt«) 




a + ln 


fto + 1) 


r(»+ 


})- 


■ C+ (•(<■) + «. 


+ D 


a + 2w 


fta + 2) 


'/•(»+ 


B- 


. 0+fta)+/(a+l)+rt«+8) 


<* + 8» 


«» + 3) 


etc. 









f 



Eine solche Tabelle vertritt völlig die Stelle des allgemeinen 
Integrals von « = — £, bis zu jeder beliebigen späteren Grenze von 
der Form n — i + i, oder ai" = tt + (i + £) ». Es wird für sie 
» i + i 

-* +^^(« + « + 1)».. 

Um endlich das j f(x)dx unmittelbar zu haben, fahre man 
den Factor w, der dabei noch hinzukommt, sogleich dadurch ein, dafs 
man statt fia), f{a + l) etc. <*>f(a), af(a + l) etc. ansetzt und damit 
auch die Differenz- und summirte Reihe bildet. 

Bei der starken Convergenz der Coefflcienten von f, f", f v , 
in dieser Integralformel, wird es selten nöthig und nicht einmal 
rathsam sein, auch nur die hier gegebenen Glieder alle zu be- 
nutzen. Denn theils wird man, wenn die Veränderung der 
Function f bei dem gewählten Intervall w so grofs ist, dafs die 
fünfte und folgenden Differenzreihen noch merklichen Einflufs 
äufsern, jedenfalls sich genöthigt sehen, vor f(a) und nach f(a-h i) 
noch eine beträchtliche Anzahl von Gliedern zu berechnen, um die 
/"» f"i f r i des Anfangs und Endes bilden zu können, theils wird 
die Natur der häufig sehr verwickelten Function f (da man, wenn 
die Integration direct sich ausfuhren liefse, die mechanische 
Quadratur schwerlich anwenden würde) in der Regel es unmöglich 
machen, den Grad der Convergenz der höhern Differenzreihen so 
scharf zu bestimmen, dafs wenn die fünften und hohem noch 
beträchtliche Glieder darbieten, es nicht zu fürchten wäre, es 
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möchten auch noch die weit hohem Difierenzreihen einen nach- 
theiligen Einflute ausüben. Im Allgemeinen hängt die Sicherheit 
der Integration davon ah, ob die gewählte Einheit des Intervalls 
w klein genug ist, am ans den wirklich berechneten "Werthen von 
f alle zwischenliegende, sowohl am Anfang als in der Mitte nnd 
am Ende, mit aller der Schärfe interpoliren zn können, die man 
zu erreichen beabsichtigt Es wird vorzuziehen sein, hierin lieber 
etwas zn viel zu thun, nnd o etwas zn klein anzunehmen, als sich 
der Gefahr auszusetzen, die ganze Rechnung durch mangelnde 
Genauigkeit des Endresultats annütz zu machen. Auch wird man 
bei der Verkleinerung von w schnell genug dahin kommen, die 
höheren Differenzreihen unmerklich zn macheu, da sich ihre Werthe 
bei der m ton Differenzreihe, nach der m Ua Potenz der Verringerung 
von « richten, so dafs für i w die fünften Differenzen nur noch 
der 32 ■*■ Theil der fuuften Differenzen für w sind. Der anschei- 
nende Vortheil, dafs bei den Gliedern, die nicht am Anfange und 
Ende vorkommen, die zu ihnen gehörigen Differenzwerthe gar nicht 
in Rechnung genommen werden, weil der Anfang jedes folgenden 
Integrals das Ende des vorhergehenden ist, verschwindet, wenn 
man bedenkt, dafs Unregelmäßigkeiten in den Differenzwerthen 
der Mitte, doch nothwendig sich auch in den zum Anfang and 
Ende gehörigen Werthen werden äafsern müssen, wenn die Diffe- 
renzen nur weit genng fortgesetzt würden. Unter dem geometri- 
schen Bilde der Quadratur betrachtet, mufs man so viele Ordi- 
nalen . . . /'(«) . . . der Curve kennen , dafs wenn mau durch die 
Endpunkte derselben eine parabolische Curve legt, diese überall 
mit der wahren Curve übereinkommt Sollte hier aufserhalb des 
Anfanges und Endes in irgend einer Ordinate die wahre Curve 
von der parabolischen abweichen, so wird man den Flächeninhalt 
zwischen der Curve und der Abscissenaxe immer fehlerhaft finden, 
selbst dann wenn sie auch am Anfang nnd am Ende völlig mit 
der wahren zusammentrifft. Es müssen in diesem Falle in der 
wahren Gleichung der Cnrve Glieder enthalten sein, die durch 
den zufälligen numerischen Werth bei einigen oder den meisten 

Encke'a AbhandL I. 3 
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Ordinaten vernichtet oder unmerklich werden, die aber an sich 
eben so wesentlich zur Erkenntnis ihres Ganges nothwendig sind, 
und die man übersehen hat, weil man gerade solche Ordinalen, 
in denen sie besonders hervortreten, nicht berücksichtigte. 

Bei festbestimmten Grenzen wird es immer möglich sein, dem 
Intervall » eine solche Gröfse zu geben, dafs die Form n' — — £ 
und n" = i + i erfallt werde. Es bedarf dazu nur dafs 
x" — x' 

Indessen können doch Fälle eintreten wo man selbst dann, aus 
den schon berechneten Werthen f, für andere Grenzen den Wertb. 
des Integrals zn haben wünschte. Am häufigsten vielleicht für 
n' = 0, n" — i. Die Vorschriften dazn sind eben so einfach. Für 
das Integral 



ff(ß 



I f(a -+-na)dn 
'0 
theilt man das ganze Integral in die einzelnen Theile 



Jf(a + nn)dn \f(a + nu)dn etc. 

"1 



Nach (4) ist aber 



J o 



|Ao+n W )d«=^)+if(a)+in«)-^r'(«)-Ti 5 r(«)+TU n r(«) 

+ tb'tt TV«) - TsWurj r» ■ - . 
Schafft man hier zuerst die f'(a), f"{a\ f(a), f^Hfl) fort, nm lauter 
wirklich vorkommende Differenzgrössen zu haben, vermöge der 
Gleichungen: 

«•)-r(«+*)-*n»)-/(«+i)-rt")-*A") 

/"'(«) = f (a + 1) - />) - i r(a) etc. 
so wird der Ausdruck 



J: 



f(a + nu) in-i (f(a + l) + fW)-tt(f" <<■ + !) + /"(«» 

in«+i)+r(«))-i«r.r(«+i)+/"(«))... 
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und eben 50 

ff(a + n u )dn-Hf(a + D + f(a + l))-^U"li, + 2) + f(a+iy) 
J l +iHö(/"(«+2)+/"(«+ 1 »-n l öViütf"(«+2)+r'(<'+l)-- 
bis za 

Cfta+tw) dn-i m+*i+f («+t- 1)) - A /" (<•+•) +/"(o+i-l)) 

- nWratf n O+Ö+r 1 (« + •- 1))-.. 
folglich wird die ganze Summe 



X' 



/■(a-f-ttö>)dm = 



rifa{r (« + * + *) + /"'(« + 



-^-/•"(a+ij-rc«-«} 



-.-^{r^+i+ij+r («+*-i)-r («+i)-r (*-«}••■ 

Wenn man also das arithmetische Mittel zweier auf einander 
folgenden DÜferenzgröfsen wie oben bezeichnet, und nur bei 

'f(a — 4), um die willkürliche Annahme desselben deutlicher aus- 
zusprechen, die Ausnahme macht, dass man es nicht mit T («-)-■£) 
verbindet, sondern für das letztere die Gleichung anwendet 

r<a + *)-7(<»-i) + /(a), 
so wird 



1) [}(« 



(li) | rt«+»iii)*i-Yca+i)- Afto+o+iÄr («+o-f*H»nff+») 
-rca-i)-i/t»)+A/ , («) -Äbf "w +Är(«) . . . 

Die letzten Glieder entsprechen wieder der Constante für die 
Anfangsgrenze « = 0. Der Unterschied zwischen dieser Formel 
und der Integration bei Grenzen die in der Mitte eines Intervalls 
liegen, dafs nämlich hier die numerischen Ooefficienten bedeutend 
grösser sind als bei (10), dürfte von keiner grossen Erheblichkeit 
sein, wenn nur « an sich klein genug angenommen ist 
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Die Uebereinstimmung beider Formeln wird sieh sogleich er- 
geben, wenn man die beiderseitigen Grenzen anders combinirt, 
and also etwa das Integral sacht 



£< 



| f(a + nta)dn 

-i 

Es wird hierzn nur nöthig sein zu (11), and zwar zu den Glie- 
dern der Anfangsgrenze, den Betrag des Integrals 



/r 



f (a + na>) dn 



hinzuzulegen. Dieser aber findet sich nach (9) 

-*/ r («)-*r(») + A/"(*) + T*T/ , "Ca)-TTÄ«r"(o)-T«*ürC«) 

+ ttIHot P 1 Ca)--- 
und wenn man ihn zn den Gliedern der Anfangsgrenze von (11) 
hinzulegt, so findet man die Summe 

+rdttnf n (*)-- 

Nun aber igt: 

f'W-if (»WO»-» 

n«)-in«)-r (»-s 

folglich wird der obige Aasdruck: 

-r(«-«-A/ , (»-»+iHir , («-«-riitt./'(«-fl.- 

übereinstimmend mit (10) und das Integral wird: 

p'(in-»«))<i»-Y(o+.)- T V^(o+0+T , Ar'(«+»l-iiJH»r(<H->)- 
J_i _y(„_ i )_ A />( a _ 1 ) + , H ,/»'«i-l)-rfrW<<'-»~ 

Ganz auf dieselbe Weise wird: 

! ^(a + »wo)(ü« = 

J'rt«+«+ö+A/'(<.+i+j)-,H,/"'(»+<+i)+,iw..r(«+« , +ö 
-r<« - ü-ww+ A /■ w-tV. r w + ,1«, r (.«)- 

wo überall die Function 'f(a— 1) ganz willkürlich ist. 



h, Google 



Ucber mechameche Quadratur. 37 

Ueberhaupt aber liegt es in der Bedeutung der angewandten 
Aasdrücke, dafs man keineswegs blofs an die Grenzen 0, £, i, 
i+ü, [gebunden ist, sondern fast mit derselben Leichtigkeit das 
Integral bis zn jeder beliebigen Grenze finden kann, wenn man 
irgendwelche Reihe von Werthen seines Differentials berechnet 
hat. Direct wird sich diese Erweiterung ergeben, wenn man von 
irgend einer Grenze von der Form i+) A an, bis zn einem beliebi- 
gen "Werthe i + i + n' das Integral sncht. Um dabei leichter ein 
dem Früheren analoges Endresultat zn erhalten, verbinde man die 
Gleichungen (3) and (7). Die erste giebt 

f(a + n'w) = Af(a) + A'f (o) + A" f (a) + A'" f" (o) + A n f* («)... 
wenn 

.1=1 ,A= n' 

.„ _ w' s .,„ (»'+!) »'(n'—l) 

A "12" A = 1 2 3 

„ (n>+l)n'M>(n'-l) (n , +2)» , +l)n'(n'-l)(«'-2) 

A 12 3 4 "* ~~~T 2~~3 4~~5 etC - 

£2 Die zweite 

f{a\+rm) = Bf(a ~-i) + B>f{a-t) + B" f (a - D + B" 'f <*-*) 
+ B rv r(a _ i} ... 

wenn 

£ — 1 S 1 - n + i 

B *"\ 2 B ' 1 2~~3~ 

„„ («+2)«H-l)n(»i-l) ™ (n+2)(fH-l)x(n-l)(»H-4) 

™ 12 8 4 * 1 2 3 4 5~~ etc - 

Sacht man jetzt das Integral 

-i+n 
f(a +wa))dn 



fa 



nach der letzten Formel, so wird es 

— i+n' 



p— i -t- H pr- * -t- Ti p— 1 1- «■ 

;•— D|£*n+r(a-i) JB'dn-l-f'(<t-£) ]B"d«.-- 
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und die wirkliche Integrirung jedes Factors giebt bei diesen 
Grenzen: 



fBdn — n' 

/"■.-■ff 

/**-£ 

/■"*—£- 



B«dn- "' 6 5n " ■ **' 



120 144 128 

"'1_ _ "" 3»" 

"720 192 1280 



/*• in- "" "" ■ 3 "" 



r n" ri> 259n» 

J 6040 2880 + 34660 " 



5» 1 
1024 ' 
etc. etc. 

Diese Werthe lassen sich aber auch so schreiben: 
JBda -A' 

JB'dn -A" 
fe'd»-J. m +i l A' 

JB"'dn-A"+j I A" 

JB"dn-A'+i i A"'- s ihÄ' 

frdn-An+bA" -MiA" 

J>*> - A™± f, AT - rffc A'" + riVfe, A> 
etc. etc. 

so dass die Gleichung wird: 



J? 



f(a+nu)dn = 
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A 1 f (a-i)+i,A' n«-fl-ife*' f"(.«-i)+itifai'r«>-i) 

+A" f (a~i)+&A» f"(a-i)-MiA" r (f-i) 

+^"/"(<»-»+A^ , "r(«-i)-rUj^"r , («-i) 

+A"f »(a-ü+hAT («-» 

+a" r («-i)+A^ v rt«-« 

+A™fXo-\) 



Betrachtet man die in der Reihe der ungeraden Differenzen 
stehenden, und dnrch f (a-J), f"(a-h), F{a-l), r=(i>-J) etc. 
hezeichneten Grössen, als wirkliche Functionen von (a— £w), wo- 
durch die Grössen f"(a), /^(o), /"^a) ... die ersten Differenzen dieser 
Grössen werden, so giebt die erste der beiden eben hingeschrie- 
benen Formeln: 

f (a-J»+«'»)_/" (a-i) + A' f(«-l) + i"nHI 
+ A'"f" (a-J).. . 

f"{a-i»+n'«,)-r(<>-i)+A' r<«-i)+^"r («-» 

f (a-J«n-»>'i»)-/^(ii-J) + ^ /^"(a-4)... 

und wenn man dasselbe auf die Functionen 'f ausdehnt, auch 

'f(a- Jm-ni'«.) - '/•(o-l) + A' f(a-i) + .1" /" (o-i) 
+ .4T (•-«••• 

wodurch der Ausdruck für das obige Integral wird: 



St 



f(a+nat)dn— 'f (a—i+ri)—'f (<•— J) 

+ Alf («-i+»')-/' (<•-») 

- sHiir («-*+»')- r (<■-»! 

oder ganz allgemein wird: 
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]f(a+n<o)dta = 'f (a+n") — 'f(a+n') 

J * + &{f (a+n")-f (a-t-n')} 

- *\h\f" («+«") -f"{a+n')\ 

+^fe>{r(«+»")-r(«+«')i 



wenn man die in den angeraden Differenz- and summirten Reihen 
vorkommenden Gröfsen betrachtet als wirkliche Functionen des 
Argumentes welches unter dem Functionszeichen steht, und dem- 
gemäß für jedes vorkommende Argument der Grenze, die Werthe 
streng mit Rücksicht auf die höheren Differenzen interpolirt Ein 
Satz, der auch an sich schon in dem regelmäßigen Fortschritte 
aller vorkommenden Functionen nach der Einheit des Intervalls 
liegt. Am bequemsten sind jedenfalls Grenzen von der Form 
i + £ bei welchen alle Interpolation erspart wird. Für Grenzen 
von der Form i entstehen die numerischen Ooefftcienten ans der 
Verbindung der Ooefflcienten für die Interpolation in die Mitte 
hinein. 

T — tb + ais — nfts 
mit den Integrations-Ooefficienten 

1 + & - sHo + tfbWbb 



" Vi — — tS + i * tV ; 

■" Tiiu = + T5B — 1*8 ' J* "~~ T " BTB5 i 

~ tjwh5 ~ — ii?if "+■ ti * 2be+ tV htbu + 5 ■ bbWbt 



Als ein Beispiel dieser Integration möge 



/: 
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dienen wo -g- der Differentialquotient in Bezug auf die Zeit von 

der Störung ist, welche die Länge des Perihels der Yesta durch 

die directe Anziehung des Jupiters erleidet Die in -jr- zum 

Grunde liegende Zeiteinheit ist der mittlere Tag. Es fand sich, 

dass die Function -jj- so beschaffen ist, dafs man mit hinlänglicher 

Schärfe, aus Werthen welche von 42 zu 42 Tagen berechnet waren, 
auf alle zwischenliegende schliessen kann. Es ward deshalb <*> = 
42 Tage angenommen, und da der Anfang des Integrals auf 1810. 
Jan. 0. — t' angesetzt war, so wurden um die bequemste Form der 



dt 



Integration für ihn zu haben, eine ßeihe von Werthen des - 
berechnet für 

V — fw, (' — 4«, t' — ia, f + ^a, £' + |w, f + £»••• 

und dabei, um sogleich das Integral selbst zu erhalten, nicht ,, - 
sondern 42 —,j- angesetzt. Die der Anfangsgrenze entsprechende 
Constante ist dann, wenn 42— tt- = f{a + na>) genommen wird: 

o--*f (•-4)+*Htr(*-«-i^or («-*)■•• 

wo das letzte Glied (und selbst das vorletzte fast) ganz unmerklich 
war. Diese Grösse wird an die Stelle von 'f(a — i) gesetzt, 
und dann die summirte Function 'f gebildet, welche, verbunden mit 
ihrer Correction durch f, f" etc., das Integral für jede beliebige 
Zahl von 1810. Jan. 0. an giebt, wenn man nötigenfalls interpo- 
lirt. Die zuletzt noch hinzuzulegende Constante wird der "Wertb 
sein, den n am Jan. 0. 1810. wirklich hatte. Die vollständige Ta- 
belle ist die folgende: 
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Psr. Zt. 


Argument 


42 -dV 


'««+••+» 


1809. -Sept. 17. 


o—3« 


+ 3o£50 




Ort. 29. 


a— 2« 


+ 56,829 




Deo. 10. 


a — » 


+ 76,602 


- 0,571 


1810. Jan. 21. 


a 


+ 90,348 


+ 89,777 


Mrz. 4. 


o + m 


+ 98,589 


+ 188,366 


Apr. 15. 


a + 2<a 


+ 102,308 


+ 290,674 


Hai 27. 


a + 3» 


+ 102,193 


+ 392,867 


Jol. 8. 


a + 4m 


+ 98,947 


+491,814 


Aug. 19. 


a + 5<u 


+ 93,259 


+ 585,073 


Sept. SO. 


a + 6 w 


+ 85,839 


+ 670,912 


Not. 11. 


a + 7« 


+ 77,461 


+ 748,373 


Deo. 23. 


»+ 8« 


+ 68,876 


+ 817,249 


1811. Feto. 3. 


o+ 9» 


+ 60,822 


+ 878,071 


Mrz. 17. 


a + 10« 


+ 54,004 


+ 932,075 


Apr. 28. 


a + 11« 


+ 48,982 





Für den Betrag des Integrals Ton 1810. Jan. 0. bis 1811. 
Jan. 13. findet sich die zweite Grenze = a + (8 + 4) « und damit 
der Werft: 

+ 817,249 - 0,335. 6 - 0,002. 1 - + 816,911. 
Für 1811. Febr. 3. wird nach der Formel 

•f(a + i) - T 'i /"(« + •) + T«! /"'(<• + •) 
hier wo i — 9 ist, gefunden: 

+ 847,660 + 0,619. 7 + 0,009. 7 - + 848",289 

für Febr. 24. wird der Werft - + 877",785. 

Für irgend welchen andern Zeitpunkt etwa 1811. Febr. 10, 
wird das Argument a + (9 + 4) « — a + (9 + 4) a — 4 a. Man er- 
halt durch Interpolation: 

•f (o + 9 + i-J)- + 858",627 

f (« + 9 + J-4) 7",292 

/"'(a + 9 + i-i)-+ 0",608. 
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folglich das Integral bis 1811. Febr. 10: 

- + 858,627 + A J- 7,992) - gHo }+ 0,608! - + 858",321. 

Derselbe Werth mufs auch ans der Interpolation der Störungs- 
werthe fflr andere Epochen folgen- Es ist der Betrag 
bis 1811. Jan. 13. = + 816,"911 
Febr. 3. = + 848,"289 
Febr. 24. = + 877,"785 
Mrz. 17. = + 905,"573, 
woraus mit Rücksicht auf die zweiten and dritten Differenzen für 
1811. Febr. 10. folgt . . . 858,"322 übereinstimmend mit oben. 

Durch die Ausdehnung dieser Integralformel auf alle beliebi- 
gen Grenzen, wodurch sie das allgemeine Integral völlig vertritt, 
wird es keine Schwierigkeiten haben, doppelte, dreifache und über- 
haupt mehrfache Integrale zu berechnen. Wäre zu finden 



-sn 



f(x) da? 



wo die nach dem ersten Integrale hinzuzufügende Oonstante sich 
ebenfalls jedesmal durch die Anfangsgrenze bestimmen lassen soll, 
so hat man für 

x = a-h na dx = adn. 



'-"SÜ 



f(a-\-nto)dn 3 



Das erste Integral wird hier 
Jfta+n»)<to—Jtf+7(a+M»)+^5 /*(<*+»«) — jij» /"'(« + »»)■•• 
wo M = ->f(a + n')-l x f(a + n') + rfhf"(a + *')••. 

Denkt man sich diese (Jonstante wie oben gleich von Anfang 
zur Bildung der summirten .Reihe benutzt, so wird: 

\f(a+tu»)dn— 'f(a+rm)+af (a+rm)+ßf"(a-i- n») + jf* (a-t- na)- 
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wenn a ß y statt der Ooefflcienten + Jn — jHb, + WtVbü» gesetzt 
werden. Hieraus folgt sogleich 

f ff(a+na)dty'= f , f(a+nm)dn+ a ff (a+nu)dn + ß Cf" (o + «w) dn 

Nun aber ist nach der obigen Formel angewandt anf jede 
Differenzreihe: 

yf (a+rua)dn =* "f[a-wta) + af[a-wua) + 0/" (a+nw)+j'/ w (ffl+n»)— 
ajf (a-w>)dn = a { fta+w*>) + af"(a-ym)+ßf{a^nia)-} 

ß Cf"(a+na)dn = { /"(w»)+ttf(iww)™ } 

yf/' v (a-|-n«)Än = y { /^(a-Hw)-} 

folglich zusammen das doppelte Integral 

=-"/"(« + n») + 2af(a + Mw) + {a a + 2/S)/ , '(a+w«) 
+ (2<#+2>-)/' 1T (a+n<<>) 
mit hinzugefügter Oonstante, oder wenn man die numerischen 
"Werthe wieder snbstituirt: 



I? 



| f{a + na) dn 2 = "f(a + «") + fr f(a + n") - ?U f (a + n") 

(13) _-Y( fl! +„')_ ll3fto+n ') +3i ,f'( a+w ')_ ff JLLfv(a+„') 

Hätte man die Oonstante bei der ersten Integration nicht an- 
gesetzt, so würde hiezu noch gefügt werden müssen: 

M. (»"—*»')• 
Die wirklichen vorkommenden Differenzen entsprechen hier 
den Argumenten a + iw, in ganzen Zahlen. Für Grenzen von 
anderer Form wird man interpoliren müssen, indem man die Func- 
tionen "f ff'f als wirkliche Functionen dieses Arguments an- 
sieht. Die Grösse "f(a+n') ist wieder ganz willkürlich, da sie 
zuerst znr Bildung der zweiten summirten Reihe benutzt, nachher 
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im Integral abgezogen wird. Will man das doppelte Integral in 
Bezug auf x unmittelbar haben, so wird man den Factor <■>* hin- 
zufügen, oder statt f(a+nw) ansetzen müssen: « a /■(»+«») und 
damit die Differenz und summirten Reihen bilden. Das erste 
Integral in Bezug auf n das man unter dieser Annahme erhält, 

ist dann gleich w J f(x) äx, und mufa mit «o dividirt werden, wenn 
man auch j f(x) dx kennen will. 

Ganz auf dieselbe Weise findet sich das dreifache Integral 
aus der Summe von: 



J "f (a+nw)dn='"f{a 
2«f f (« + «»)<&» = 
(« a + 2/S) f f'(a + na)dn~ 



w) + « 'f (a + ww) + ßf (a + rm) 

+>-/""' (a+MM)... 

2 a'f(a+m>)+2a* f{a+w») 
+2aßf"{a+*) 



("-' 



H* 



2ß)f(a+m») 
■2ß)af"{a+na) 



2(aß+ y )f"(a+w) 






2 (aß + y) j f"(a+ nto) dn - 

oder wenn man addirt und substituirt 

-^ jffm-dx* = '"f(a + n«>) + $a'f(, 

= '"f(a + m>) + {'f(a + nw)~- rhö f ( a + na )+ aBhöf" i a + nBa ) • •■ 
wobei, wenn man nicht gleich die verschiedenen Gonstanten in den 
summirten Reihen berücksichtigt hat, noch hinzuzufügen sein wird: 

M^+M'n + iMn". 
.Die ungeraden summirten und Differenzreihen welche hier vor- 
kommen, und von denen man bei den etwa nöthigen Interpolationen 
ausgehen mufs, beziehen sich wieder auf Argumente von der Form 
a+(i'+i)a. 

Gewöhnlich werden bei diesen Integrationen, besonders für 
die Anfangsgrenzen, die Formen a+iw und a + (i+£)o> gewählt 
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werden. In Bezog auf diese beiden mögen hier noch die spocicUen 
Vorschriften für ein doppeltes Integral folgen. 
Werde zuerst gesucht 



Si 



f(a+na)dn s 

so wird man die erste Integration so ausfuhren, d&Ts man nach 
(11) in die erste Stelle der sumnürten Reihe 'f für 'f{a— £) 
annimmt: 

c, — i««)+AA«)-,V» /""M+iHhr (<•)••■ 

Hit diesem Werthe bildet man die erste summirte Reihe 
Y(« + »-C,+«a) 
'«« + »-'«« + « + «"■ + 1) 
'«» + J) - ' A» + i) + A« + 2) etc. 
Hieran schlierst sich die zweite summirte Reihe "f(a) so, dafs 
als erstes Glied derselben an die Stelle der willkürlichen Gröfse 
"f(a) gesetzt wird: 

<& — A ««) + .i. /"(<■) - >Hn rw • • • 

als der negative Werth des Integrals für m = 0. Bildet man dann 

die zweite summirte Reihe 

"Ao + l)- CJ + 'Aa + i) 
"ft« + 2)-"A» + l)+'A« + » 
"A« + 3) - "A" + 2) + 'A« + ä) etc. 

so hat man für jede spätere Grenze a + im den Werth von: 



JO? 



+ ^äü /"*(« + *) etc. 
und für jede beliebige Grenze a + (i + «") w den richtigen Werth, 
wenn man für das Argument ffl + (i + «") *», die Functionen 
"f(a + t), f(a + t), f'(a + i) etc. so interpolirt, als ob sie Func- 
tionen des Arguments a + ia wirklich wären und dann berechnet: 
"f{a+i+n") +A fta+i+n")—^ f (a+ * +n")+ t fä n f n («+ i+n").„ 
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Das Schema ist also in diesem Falle für Anfangsgrenze n=0: 



a+1 . w 
a + 2.a 



f(a- 

f{* + 

f(a + 
etc. 



summ. Reihe, summ. Reihe. 






i) 
i) 

etc. 



Ci 
"«<• + !) 



iE 



Werde zweitens gesucht: 
„■+! 
| f (a + na) dn* 

so wird man die erste Integration so ausführen, dafa man nach 
(10) in die erste Stelle der summirten Reihe 'f, für 'f(fl — \) 
annimmt: 

Mit diesem Werthe bildet man die erste summirte Reihe: 



r(o+4) = '«o + i) + Ao + 2)... etc. 
Zum Anschlnss der zweiten Reihe sei irgend eine willkür- 
liche Gröfse an die Stelle von "f(a — 1) angenommen, und mit ihr 
"f{a) — "/"(<» — 1) + C_ , gebildet. Zuerst wird man jetzt den Werth 
des doppelten Integra« für w = — £ zu suchen haben, um ihn von 
allen späteren abzuziehen. Hierzu mufs man die Gröfsen "f, f, 
f etc. interpoliren für das Argument a — i », wenn man sie wirk- 
lich als Functionen von a — l w und a betrachtet. Die Inter- 
polation giebt in den verschiedenen Reihen die Werthe: 

M fl«-»-trt«-i) + i*» /"(«-*)- rfit /"(•-*)-.■ 

/■(«-*)- *H«-i)+ThH«-« 

h«-4>- iro*-i) 
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wo "f(a — i) = i "f(a — 1) + i "f(a) und eben so alle übrigen Func- 
tionen arithmetische Mittel sind- Mnltiplicirt man die erste Reihe 
mit 1, die zweite mit + iV die dritte mit — 3 Ju, die vierte mit 
ö-öisoi und nimmt die Summe, so erhält man als Werth des Inte- 
grals für n = — £ 

"/■(«- i) - A ft«- i) + 4f u H« - i) - t&« /"(* - 1) •■ • 
Da "/(a — 1) ganz willkürlich ist, also auch -> Null gesetzt 
werden kann, so wird "f(a — 4)='Y( a_ l) + iV( a — 4) = i C-j 
oder nach dem obigen Werthe: 

Suhstituirt man diesen Werth und reducirt vermittelst der 
Gleichungen: 

f <« -«*««)-*/■(«-« 
r (o-i)-if'(o-l) + i/"(o) 

r (•-»-/" («)-/"(•-!) 
r(«-i)-ir(o-i)-irco) 
r <■-*)-/"(■)-/" (•-« 

so l&föt sich der Werth des Integrals für » = — 1 so schreiben: 

-Afl»)+iHB{sfw+H«-i)}-ii/ft»{8r , w+8r(«»-i)l— 

Diese Gröfse soll wegen der Anfangsgrenze überall abgezogen 
werden. Setzt man also an die Stelle von "f(a — 1) die Gröfse 
C_j wo: 

(? -l-+Arta)-jHü{2/ , 'C«)+/ , '(a-l)l-(- f ÄÄö{3r('»H-2r(«-l)}"- 
so wird der beabsichtigte Zweck ein für allemal erreicht, und das 

vollständige Schema wird für Anfangsgrenze n=— J: 



Argument. 


function. 


I. 


II. 


a-la 


flo-l) 




c 1 -» 


a 


rt«) 


Y(«+i) 


"rt«) 


a+la) 


ft«+i) 




"/■(«+!) 


a+2» 


fto+2) 


Y(«+2) 


a-f-3w 


«»+8) 




Y(«+S) 




etc. 


etc. 
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Ffir jede spätere Grenze »+(»+»")«■ wird auch hier wieder: 

j j f(a+na)än i — "f(a+i+n") + -faf(a+i+n")—i l l ri f'( a +i+n") 
•+R&3 /"(a + i+n")... 

wobei für jedes n" die verschie denen Functionen so interpolirt 
werden müssen, als ob die wirklich in der snmmirten Reihe "f 
vorkommenden Werthe Functionen yon a + iu> wären. In dem 
speciellen Falle, dafs n"=i ist, giebt die Interpolation in die Mitte 
hinein nach der eben ausgeführten Rechnung: 



"JI? 



(14) | | f{a + n»)dn*-"f(,a + i + to~&f(a + i + l) 

rHs/"(« + i+«—rÄ&ir (* + * + *). 



wenn man unter "f(a + i + i) das arithmetische Mittel zwischen 
"/■(« + *) und "f(a + i+l) versteht, und ähnlich bei allen andern 
Functionen f, f," f™. Es bedarf keiner weiteren Erwähnung, dafs 
in den beiden Fällen der meistenteils nöthige Factor w 2 für das 
doppelte Integral schon in den Functionen f enthalten gedacht 
worden ist, und dafs das erste Integral, wenn man es aas der- 
selben Tabelle ableiten will, eben deshalb mit « zu diyidiren ist. 
Es kann hierbei noch angenehm sein, das Gesetz der an- 
scheinend so unregelmäfsig fortgehenden numerischen Coefficienten 
zu bestimmen, um eine festere Prüfung, leichtere Ableitung, und 
nöthigenfalls Fortsetzung derselben zu gewinnen. Hierzu wird am 
zweckmäßigsten eine Function dienen, welche eine leichte Bildung 
der Differenz- und snmmirten Reihen gestattet, niemals auf con- 
stante Differenzen fuhrt, und leicht direct integrirbar ist. Eine 
solche ist e* wenn e die Basis des logarithmischen Systems. Sucht 
man das einfache oder doppelte Integral von e" dx, und'e» dx s 
innerhalb bestimmter Grenzen, so wird man zur Ausführung der 
mechanischen Quadratur, von einem bestimmten Werthe a an, für 

Encke'i AlifaandL I 4 
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denmana — setzen kann, dieWerthe e»- 3 » ««-"» t? e» +1 * etc. 
berechnen und die Differenzen bilden. Die Tafel wird folgende' 
Gestalt erhalten: 



Argument. 


fanction. 


L Diff. 


II. Diff. 


HL Diff. 


o — 2m 


c -a«8 


c-a"(e"-l) 


8-*» («--1)1 


e -w(e»_l)8 


a — lto 


ff-" 


<r* (e"-l) 


e-»*(»*-l)» 


«-!»(,!«>_ 1)8 


a 




e° (e" - 1) 


e-" (e* - 1) 8 


g-M (*»_1)I 


a + la 


e*°> 


r+* (c"-l) 


e° (d°-l) B 


c° (e" - l) s 


a + 2a> 






e+*> (fi"-l) a 





woraus sich die Fortsetzung der Differenzreihen von selbst ergiebt. 
Man kann den sämmtlichen Reihen sogleich die Form geben, dafs 
sie Functionen von (a — i«), (a — a) etc. werden, wenn man die 
Hülfsgrösse einführt: 



Es wird damit: 



-(«"-!)» 



wodurch sich die Differenzreihen schreiben lassen: 



Argument. 


fanction. 


I. Dift 


II. Diff. 


IU. Diff. 




a — 2» 


g-S« 


-Ji» 


e-"". «s 


c~ * *" ■ w 3 




«-1» 


er" 


.-*".« 


«-" • «» 


.-»•.„» 




n 


e« 


e +i ".» 


e° ■ «' 


e + >".»> 




«4-1« 


e+* 


« + «". « 


6+°» ■ M 8 


e + '".«» 




a + 2« 


e+aa, 




e+ ! " • K« 







Hieraus geht sogleich auch die Form der snmmirten Reihen 
hervor. Es wird nämlich: 
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Argument. 


Haupt- 

function. 


I. summ. Beine. 


H. snmm. Reite. 


a — 2"> 


g-SW 


■-«■ 


1 


^•T 


a — \m 


er" 




w 
1 


.-. » 






r'* 


« S 


a 


e° 


e +!« 


1 


- ^ 


ß+1« 


g*" 


,*i' 


u 
1 


-•*- 


a + 2a> 


g+W» 




u 


•"■T 



Die Annahme dieser Form für die mechanische Qnadratur ist 
gestattet, weil bei der einfachen Integration 'f(a — J) willkürlich 
ist Setzt man es aber f=« ■ — so ergeben sich die andern 
Werthe. Ganz derselbe Fall tritt bei der zweifachen Integration 
für "f(a-l) ein, nur wird man zu berücksichtigen haben, dafs 
bei diesem Anfange für die zweite summirte Beihe, auf die Con- 
stante, welche der ersten Integration zukommen möchte, keine 
Rücksicht genommen ist, man also auch bei der Tergleichung des 
Resultats der mechanischen Quadratur mit der directen Integration, 
diese letztere ohne Rücksicht anf die Oonstante der ersten Inte- 
gration auszuführen haben wird. 

"Werde jetzt zuerst gesucht: 



J -i 



80 wird nach früherem (pag. 30) wegen « + * 01 — e ~ i 
Werde zweitens gesucht: 






dn 
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ho wird nach (11): 

fl-}(. + »" , + e + l")|-i--n" + * u '-'4«» "*•••[ 



,.**• 



+>~ i °) \-^r-fi'>+'&»'-<ak<>>---\ 



-*(•■*■ 

oder da 

,+l«_,-*"i.(<^ + l)(e + »*-«-»") 

-(e»+l)« 
B-i(f + l){l—t,u>+# s u>-&h,u> — } 
Werde drittens gesucht: 



c= Sf: 



ohne Rücksicht auf die Oonstante des ersten Integrals so wirä 
nach (13): 

\w 

oder 

C- *"T l + i l 5'''-rf^5»'-^■d¥lo'' , ■ 

M B I I" 1*0 60480 



Werde endlich viertens gesucht unter derselben Bedingung? 


80 wird nach (14): 


z>= rp*»^ 




Z>= J<r*" 


M a 21 1B»D 


nWn «'■••) 


-Je- 01 


_J l + _u_ H a _ 

M a 24 isia 


nffin »'■•■J 


oder da 

-Hu 

e —e 




"-„-•") 




— I-Au' + iÜö 


(1 3BT „6 . . , ] 
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lieber mechanische Quadratur. 

Iflr die directa Integration wird wenn: 
x = nu dx^ttdn 

fe»«dw = — fe»da;=— +Oonst. 

J m J m 

JJe-d«i-^.j[f<F(te"-^.+ Ooii8t 

nnd die Grenzen n' und n" werden sich verwandeln in: 
x' =3 n'ca x" = n"et 

Hieraus folgt: 
>„ j L f , — »— 






2 



c- 


<o a 




i), 


u 3 








i> = 


e — c 
«■ 


-1» 


u 


-*• 


.' 


'"+6" 


-1» 



and die Vergleichung der auf den beiden verschiedenen Wegen 
erhaltenen Resultate giebt, wenn beide richtig sein sollen, die 
Gleichungen: 

±-_l + Ä «._rffa«> + ri((Ä 5 «i... 

"« ' 2 






__i-A»«+TV5'' , -iHi.«'- 



l + Au'-äfeu' + ^ni««--- 

^-• et . + 2 r 4. - 1 -A»' + rife»'-nSfa»'- 
zu welcher Prüfung man also jetzt noch der Reihenentwickelung von 

— nnd -r TT 

nach "Potenzen von w bedarf. 
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Ans der Gleichung: 

orhält man durch Auflösung der quadratischen Gleichung 
e + *"_ i»-t-|/(l4-tti>) 
r'"--i»+|/ (! + }»") 



folglich: 



.+!•... .-»• 



-^(/(l + i»») 



-, — — ; — (i + j«V 4 

1 2» 2 . 4 2' 2.4.6 2« l ' 

und auf der andern Seite auch 

J«-log.hyp. (i« + l/(l + i»")) 
folglich wenn man zur leichteren Reihenentwickelung zuerst diffe- 
rentürt: 

. d» i + iitg + ^nT 1 
1 du " l« + l/(l+}« ! ) 
i 



l/d+i»") 
oder 

i_i « a 1 ; 3 w* 1.3.5 «^ 
-1 * ' 2 a + 2 . 4 * 2* 2.4.6* 2 8 " * 

Integrirt man jetzt wieder, wobei eine Gonstante nicht hinzu- 
gefügt werden darf, weil für «=0 auch 

i« = log. hyp. 1 — 
so hat man: 

_ u* 1.3 u* 1.3.5 ' «^ 

°> = « i * * * ga + 2 . 4 ' * ' 2* 2.4.6**' 2« 
woraus endlich 

7°, , | m 3 , 1.3 , m* 1.3.5 j "w 9 " f 



D,gnzedby G00g[e 



Oeber mechanische Quadratur. 55 

Es sind also die Reihen, welche in den verschiedenen Inte« 
grationen vorkommen, und zwar bei 

A....-±-F. 

m 



C....-4-f. 

J....-4- , 2 , -F-.K 

wovon man sich durch die wirkliche Ausführung der Divisionen 
und Multiplikationen überzeugen kann. 

Durch diese Reihen und ihre Werthe kann man anch die oben 
angegebenen Oonstanten C , C'„ C ,, C ausdrücken. Es wird 

Cö = -i + l(e i "+«" i0 ') \-& «-&>** + ■&&>**•■] 






oder gleich dem Werthe der snmmirten Function, an deren Stelle 
C], gesetzt ist, nebst dem Werthe der Oonstante für die Anfangs- 
grenze « = 0. Eben so findet sich 

-1 ( U » ) u « 

wo die hinzugefügte Gröfse der Werth der Gonstante für die 
Anfangsgrenze n = — £ ist 
Für C' n hat man 

= _L_i * t. 
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Cebet mechanische Quadratur. 



-+i- 



nach gehöriger Entwickelnng, welche am leichtesten ausgeführt 
wird, wenn man für die vorkommenden Gröfsen ihre gleich- 
hedentenden Werthe nach den Oleichnngen setzt: 



l_i (,»•+,- 


'") e -" +it «f 


2+ «-"-l(e'"+e" 


l«)e-""+i» e - 


3 + 2«-"-}(e'"+e" 


t"),-'"+it.«- 



Das erste Glied in C, nnd C'_ , ist immer der Werth der an 
gleicher Stelle stehenden summirtcn Function, Das zweite ist die 
bei der zweiten Integration sich ergebende Oonstante für die 
Grenzen n = nnd n — — \. Das dritte Glied in C'_ , ist das 
Integral der bei der ersten Integration hinzugefügten Oonstante, 
genommen von n =» — J bis » = — 1. Es fehlt bei Ci, weil der 
Ort von CJ dem Anfange beider Integrationen entspricht Wenn 
man diese Werthe in die beiden obigen allgemeinen Schemata ge- 
setzt hätte, so würde man erhalten haben: 



e*»dn-- ~ 



Ifr 
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d. h. die vollständigen Integrale mit Rücksicht auf alle Constanten. 
Uebrigens ist es von selbst klar, dafs die oben gegebene Ent- 
wickelang für die dritte Integration dem Cubus der Reihe F ent- 
sprechen mufs, and sofort bei allen folgenden. 

Als Beispiel einer zweifachen Integration möge das Integral 



**-//■*•» 



dienen, wo i" die mittlere tagliche sideriscbe Bewegung der Yesta 

ist, und —TT- den Differentialquotienten (in Bezog auf die Zeit) von 

der Störung ausdrückt, welche das ju der Yesta durch die directe 

Anziehung des Jupiters erleidet. Das erste Integral J ~4~ dt wird 

das wahre von den Störungen afflcirte /* geben. Das zweite die 
mittlere Anomalie, welche zufolge der Störung von /* jedesmal 

dj* 

~dT 

das Zeitintervall w war gleich 42 Tagen. Der Anfang beider 
Integrale fiel auf 1810. Jan- 0. Um A M unmittelbar zu erhalten, 
wurde: 

als die Function f angesetzt, und für verschiedene Zeiten nämlich fflr: 

a — 3», o — 2(o, a, a + a> etc. 
wo ■ 

a = 1810. Jan. 0. + i«> — 1810. Jan. 21. 

war, wurden die Werthe von f fo+n») berechnet. Hieraus ent- 
stand mit Zuziehung der Constanten C_ , und C'_ i die folgende 
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loifii. oepii. ii. 


(*— S.OI 


Oct. 29. 


o- 2« 


Dec 10. 


o — (o 


1810. Jan. 21. 


a 


Mrz. 4. 


o + ai 


Apr. 15. 


a + 2a> 


Mai 27. 


o + 3» 


Jnl 8. 


+ 4» 


Aug. 19. 


o + 5u> 


Sept. 30. 


a-t 6(o 


Not. 11. 


o+ 7(o 


Dec. 23. 


(1+ 80 


1811. Febr. 3. 


a + 9(o 


Mrz. 17. 


a-t- lOra 


Apr. 28. 


+ 11(0 



h 5,82592 
h 5,15193 
h 4,55359 
h 4,01802 

- 3,53914 
h 3,10646 

- 2,71163 
-2,34609 

- 2,00418 
r 1,68040 
- 1,36911 
- 1,06719 
-0,77184 
V 0,48183 

Es wird hier nämlich 

f (o-j) 0,59834 

f (0-1) - + 0,07565 
f" (o) - + 0,06277 
f"(o-J) 0,01288 

Weiter als bis /""' ward nicht zurückgegangen, weil die 
o>_ 

















+ Ö,'l8914 


+ 0;Ö2489 


+ 0,21403 


+ 4,57848 


+ 4,79251 


+ 8,69650 


+ 13,38901 


+ 12,13564 


+ 25,52465 


+ 15,24210 


+ 40,76675 


+ 17,95373 


+ 58,72048 


+ 20,29982 


+ 79,02030 


+ 22,30400 


+ 101,32430 


+ 23,98440 


+ 125,30870 


+ 25,35351 


+ 150,66221 


+ 26,42070 


+ 177,08291 


+ 27,19254 


+ 204,27545 



Sprünge, welche sich sowohl hier bei -v"- als anch früher hei 
—TT-: in den höheren Differenzen des Anfangs finden, nicht im 

Gange der Function liegen, sondern darin, dafs an dieser Stelle 
zwei nach verschiedenen Elementen geführte Rechnungen zusammen- 
stofsen. Zofolge dieser Werthe wird: 

C_ = + 0,02493 - 0,00004 = + 0,02489 
C'_ , - + 0,18973 - 0,00059 *= 4- 0,16914. 



h ; . .Google 



Ueber mechanische Quadratur. 59 

Für 1811. Jan. 13. folgt damit weil das Argument — o+ (8+ })«» 
"f (« + ¥)- + 137,98646. 6 

- A f (« + ¥) 0,05076.6 

+ iHj/"'(° + V) -+ 0,00007.1 

A.Jf- + 137,93477. von 1810. Jan. 0. bis 1811. Jan. 13. 
für 1811. Pete. 3 ... (a + 9 .«)... wird: 

"f (0+9) -+150,66221 
+ A f (0 + .9) -+ 0,08893 . 3 

- ih /"'(«+ 9) 0,00002.7 

A Jf- + 150,75112. von 1810. Jan. 0. bis 1811. Febr. 3. 
Auf gleiche Weise folgt für das einfache Integral, dessen 
Werth hier - 42Ai» wird, bis 1811. Jan. 13. 
f (« + ¥) — h 25,35351 

+ A f (»+¥) 0,01258 

-sHtrf '(<» + ¥) -+ 0,00001 
42 Ai»- + 25,34094 

Ae- + 0,603356 von 1810. Jan. 0. bis 1811. Jan. 13. 
und bis 1811. Febr. 3. 

f (a+9) - + 25,88710.6 
- A /' (»+ 9) -+ 0,02488 . 6 
+ A» /"" (« + 9) 3.2 

42Af>- + 25,91196 
A(i -+ 0,616951. von 1810. Jan. 0. bis 1811. Febr. 3. 

TJeberhanpt werden die Integrale für verschiedene Epochen, 
immer von 1810. Jan. 0. an gerechnet bis: 

1811. Jan. 13. Af. - + 0,603366 Alf- + 137,93477 
Febr. 3. — h 0,616951 -+150,75112 

Feto. 24. — h 0,628771 - + 163,83430 
Mrz. 17. - + 0,638821 — h- 177,14721. 

Wollte man für eine andere Zeit, etwa für 1811. Febr. 10., 
oder das Argument a + (9 + 4)o, unmittelbar aus der Tafel das 
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erste und zweite Integral nehmen, so würde man für 42 A/* inter- 
poliren müssen: 

Y (a + 9 + tt-Y (a + 9 + ^-i) = + 26;'09809 
/• (« + 9 + 1)=/" (a + 9 + i-i) = - 0,29740 

f»*{a + 9 + $= f'"(a + 9 + l-D 0,00175 

and für Alf: 

"f (» + 9 + *)=- + 154,99961 
/" (o+9 + i) = + 1,01754 
/ ? "(a + 9 + *) = + 0,00636 
woraus man für Febr. 10. erhalten würde: 

42Af* = + 26,09809-0,01239.2 +0,00000.5 
= + 26,08570 
A,* =+ 0,621088 1810. Jan. 0.-1811. Febr. 10. 
AJf= + 154,99961 +0,08479. 5 -0,00002.6 
= + 155,08438 1810. Jan. 0. - 1811. Febr. 10. 
womit die Interpolation ans den früheren Werthen vollkommen 
übereinstimmt. Wird der Betrag aller übrigen Störungen ebenso 
berechnet« so wird man zuletzt noch den Werth, den p für 1810. 
Jan. 0. wirklich hatte, etwa /* , hinzuzulegen haben zu A/t, nnd 
eben so den jedesmaligen Werth, den M ohne die Störungen ge- 
habt haben würde, zu A M. Der letztere wird von der Form sein 
M -\-(n + i) Mfi a . Es würde nur eine unnütze Vermehrung der 
Rechnung gewesen sein, wenn man, um alles unmittelbar zu er- 
halten, statt der Constante C_ t angesetzt hätte C_ ) + 42p und 
statt C'_.... C'_ , + M — i wf* . 
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lieber eine andere Methode, zu den Formeln der 
mechanischen Quadratur zu gelangen. 

Bei der neueren Art, die Störungen zn berechnen, wird die 
mechanische Quadratur so häufig und in so verschiedener Weise 
angewandt, dafs eine Betrachtung derselben nach den mannig- 
fachen Gesichtspunkten, die sie darbietet, nicht unangemessen er- 
scheint. Im Jahrbuche für 1837*) habe ich sie aus den Inter- 
polationsformeln abgeleitet. In dem Anhange zu dem NauHcal 
aimanac von 1856 hat Herr Airy die nöthigen Ausdrücke auf eine 
andere Art bewiesen, und in einer Abhandlung: „Nouvelle mMhode 
pour calader les perturbations des planites par M, Encke, memoire 
traduit par MM. Terquem et Lafon, Nancy 1858" sind diese Aus- 
drücke noch auf eine andere Weise abgeleitet worden. Es ist in 
der Tbat überflüssig, einen neuen Beweis hinzufügen zn wollen. 
Jeder, der sie anwendet, wird doch den einen oder den andern 
Weg für seine Auffassnngsweise am vorzüglichsten finden. Aber 
dennoch können einige Betrachtungen darüber den Nutzen haben, 
das eigentliche Wesen derselben Denen, welche zuerst damit be- 
kannt werden, klarer vor Augen zu bringen als die blofse Ent- 
wickelung der Zahlen und Formeln allein es vermag. Dieses 
wird der Zweck der folgenden Zeilen sein. 

(1.) 

Bei der Anwendung der mechanischen Quadratur haben wir 

es, wie überhaupt in den meisten Anwendungen bei der Astronomie, 

mit lauter Gröfsen zn thun, die, wenn man sie für verschiedene 

Werthe der Variabein, von denen sie abhängen, bestimmt, und die 



*) Diese Ausgabe Band I pag. 21. 
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{nicht zu grofsen) Aenderangeu jener Werthc in arithmetischer Pro- 
gression fortschreiten läfst, auf arithmetische Reihen von höheren 
Ordnungen führen, das heifst auf solche Reihen, bei welchen 
irgend eine der höheren Differenzen als constant oder verschwin- 
dend betrachtet werden kann. Für alle solche Reihen, bei denen 
die Continuität stets stattfindet, gilt der Taylor'sche Lehrsatz in 
aller Strenge und ohne Ausnahme. Wie weit man seine Ent- 
wickelang führen mnfs, hängt von der Gröfse der Aendemng ab, 
die man in regelmässiger Reihefolge bei der zum Grunde gelegten 
Variabein annimmt. Es gehört ein praktischer Takt, der nicht 
auf bestimmte Regeln sich zurückführen läfst, dazu, um das rich- 
tige Verhältnifs zwischen der Genauigkeit, die man erreichen will, 
und der dazu nöthigen Weitläufigkeit der Rechnung zu finden. 

So wie bei dem T&ylor'schen Satze Differential-Quotienten 
der verschiedenen" Ordnungen vorkommen, so werden bei der An- 
wendung die Differenzen gebraucht werden, die aus den verschie- 
denen Werthen der Functionen hervorgehen. Beide sind einander 
ganz analog. Wenn der Differential-Quotient der ersten Ordnung 
die Geschwindigkeit ist, mit welcher sich die Function für einen 
bestimmten Werth der zum Grunde liegenden Variabein oder des 
Arguments ändert, und zwar auf eine dabei angenommene Einheit 
bezogen, so ist die erste Differenz der Inbegriff der sämmtlichen 
Aenderungen, welche der Werth der Function für eine angenommene 
Aendemng des Argumentes erlitten hat. Sie mufs deshalb, mehr 
oder minder genähert, das Product des Differential-Quotienten in 
die Aendemng des Argumentes sein, wenn man die letztere in 
den Einheiten ausdrückt, die bei dem Differential-Quotienten zum 
Grunde liegen. Wird deshalb der Differential-Quotient der ersten 
Ordnung bei der Function f(x) mit f'{x) bezeichnet, so liegt es in 
der Natur der Sache, die erste Differenz analog, aber doch ver- 
schieden, durch fi anzudeuten. Dabei wird bei nicht allzu grofsem 
Intervalle des Arguments — es möge das Intervall mit « bezeichnet 
werden — und zwei aufeinander folgenden Werthen a und a + w, 
die Differenz der Functionen f(a) und f (a + w) in der Regel am 
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nächsten durch «/■'(«-+- 4») anagedrückt werden- Zweckmäfsig 
wird deshalb anch die erste Differenz 

f(a + ü>)-f(a) = ft(a-t-la) 
bezeichnet werden; und zwar dieses mit nm so grosserem Bechte, 
als bei der einfachen Betrachtung der Entwicklung nach dem 
Taylor'schen Satze: 

f(a+ta)T=f(a+$a)+ba>f'(a + \a)+$a i f'(a+$<»)+J e to s f'''(a+b<0).. 
/ , o=/'{a+i»)-4«/''(o+J<»)H-i«Y'(o+^)— ?V» 8 /"'(ffl+ä«)- 
die Differenz 

/■( 0+ „)_^(o) = w ^( + ^ w )+ a J f «V" i (o + i«).-. 
sich als eine wirkliche Function von a -\ \a> darstellt, da die 
Differential-Quotienten /■'(« + £«), /"'"(a+iw), Functionen von x 
sind, in welchen nach der Differentiation x = a + 4« gesetzt worden 
ist. Stellt man deshalb die Argumente, von a an, regelmässig mit 
dem Intervalle o> fortschreitend, vertikal untereinander, und setzt 
die dazu gehörigen Functionen daneben, so wird, wenn man eine 
horizontale Linie zwischen a und a + a hindurch führt, ganz der 
bisherigen Entwickelnng gemäfs, die vertikale Reihe der ersten 
Differenz bei den Functionen sich so stellen: 



Arg. 


Funct. 


I. Diff. 


a 


m 


/!(» + l") 


a + a 


««+«) 


fU'+i') 


a + 2a> 


flu + 2») 


«(«+!•) 


a-h3a> 


/■(<. + 3«.) 





in welcher Bezeichnung für diese erste Differenz sich alles ver- 
einigt, was man wünschen kann : die Analogie mit den Differential- 
Quotienten, der Ort, wohin die Differenz gehört, oder die beiden 
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Functionen, aas denen sie gebildet ist, und der Begriff, dafs die 
ersten Differenzen wirklich als reine Functionen der Argumente 
(o + £w), (a-j-jjw), (a+jw) etc. anzusehen sind; und da sie eben- 
falls eine arithmetische Reihe der höheren Ordnung bilden, eine 
vollständige Interpolation bei ihnen stattfinden kann- Wenn folglich 
die erste Differenz 

£(« + «) 
oder 

verlangt wird, so wird es nur nöthig sein zwischen 

/Ö (a + £ tt) und fc (a + j a) 
strenge mit Rücksicht anf die höheren Differenzen zu interpoliren, 
am ohne die neuen Functionen f(a-\- j«) und /"(a-i-^u) zu bilden, 
den richtigen Werth za erhalten. 

(2.) 
Es wird kaum nöthig sein, hinzuzufügen, dafs diese Betrach- 
tungen bei den höheren Differenzen sich fortsetzen. Die zweiten 
Differenzen werden folglich wieder den ganzen Argumenten ff, 
a + a, a + 2« etc. entsprechen, oder es wird 

f- (a + |«i) — fi(a + £») = fä (ff + w) etc. 
Sie werden reine Functionen von a, a + «> etc. bilden und darnach 
interpolirt werden können, wenn es erforderlich ist Später wird 
es doch noch nöthig sein, direct nachzuweisen, dafs fä(a) eine 
Function von f"(a) f"(a) etc. ist, und also Überhaupt eine Function 
von a sein mufs, wenn nach der Differentiation x = a gesetzt wird. 
Hier braucht deshalb nur die Analogie zu Hülfe genommen zu 
werden. 

Die dritten Differenzen werden wieder halbe Intervalle in 
ihrem Argumente haben, oder es wird 

/".'(« + «) -/> -/•"(• + *<•) 

/■;• (« + 2«) — fi (a + ») — A" (a + *w) etc. 



1 
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Bei den vierten Differenzen, Überhaupt bei denen mit gerader 
Ordnungszahl, treten ganze Argumente ein, bei den fünften, über- 
haupt bei denen mit ungerader Ordnungszahl, halbe Intervalle. 
Das Schema wird also 

Arg. Funct. I. Diff. II. Diff. III. Diff. IV. Diff. 

« f(a) /;'(«) /7(o) 

a + a f(a + a) fi(a + a) /T(« + ") 

f' t (a + i») /•"(• + *") 

a-t-2<o f(a + 2a>) /?(« + 2») ff(a + 2a) 

etc. etc. 

Alle Yertikalreihen bilden Reihen einer höheren arithmetischen 
Ordnung und können für jedes andere Argument interpolirt werden, 
wenn man nnr gehörig berücksichtigt, ob die wirklich gebildeten 
Differenzen Functionen von ganzen Argumenten sind oder von 
gebrochenen, das heilst von solchen, die halbe Intervalle neben 
sich haben. 

So wie bei dem Taylor'schen Satze ein folgendes Glied das 
Differential des vorhergehenden, oder das vorhergehende Glied 
das Integral des folgenden enthalt, so ist von selbst klar, dafs 
derselbe Zusammenhang zwischen den Reihen der Differenzen und 
der summirten Functionen stattfinden mufs, oder den Reihen, von 
deren erster die gegebenen Functionen f(a), f(a + a) etc. die Diffe- 
renzen sind, von deren zweiter summirter Function die erste die 
Differenz ist u. s- w. Bezeichnet mau nach der Analogie die erste 
snmmirte Function mit 'f , die zweite mit '%, die dritte mit "%, 
50 werden auch diese als Reihen von höherer arithmetischer Ord- 
nung gelten müssen, und zwar werden bei der ersten, dritten, und 
überhaupt denen mit ungerader Ordnungszahl, die ihnen zuge- 
hörigen Argumente ein halbes Intervall enthalten und Functionen 
von gebrochenem Argumente sein, die zweiten, vierten und über- 
haupt die mit gerader Ordnungszahl, zu ganzen Argumenten nnd 
solchen Functionen gehören. Das Schema wird folglich werden: 

Enoke'fl AbhandL I. 5 
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Arg. III. summ. Fuuct II. ramm. Fönet I. summ. FuncL Fönet 

o To(«) m 

"%(« + » fo(o + i«) 

'•%(<* + $<*) %(« + !«) 

a+2» "f (a + 2u) f(a + 2u) 

'"/o(« + 4») %& + *<*) 

a + 3« '%{a + 3<b) /'(a + 3«) 

etc. etc. 

Auch hier gilt Alles so wie bei den Differenzen, und die 
Verminderung der Accente, wenn mein es so nennen will, oder die 
Vertauschung von f lT mit /, f" mit 'f, f" mit "f, f mit '"f geben, 
bei der Vergleichung mit dem Schema bis zur vierten Differenz, 
die Bezeichnung von selbst an. Der Anfang bei den summirten 
Functionen wird durch die Constanten hei der Integration bedingt. 
Er ist z. B. bei der ersten summirten Function völlig gleichgültig;, 
sobald man nur ein bestimmtes Integral verlangt, oder die 
Differenz zweier summirter Functionen in der Vertikalreihe der 
ersten summirten Functionen. Bei den höheren mufs auf die Con- 
stanten der niederen summirten Functionen für den Anfang Rück- 
sicht genommen werden. Das Schema der Differenzen und sum- 
mirten Functionen ist völlig der Gliederung der Taylor'schen Reihe 
analog. 

(3.) 

Es möge hier noch eine Bezeichnung angeführt werden, 
welche blos zur leichtern Hinschreibung dient. Bei allen Vertikal- 
reihen können durch Interpolation andere Argumente eingeführt 
werden, doch wird dieses in der Regel nur bei der Interpolation 
in die Mitte hinein stattfinden, so dafs z. B. bei den Vertikal- 
reihen, die von der Form a + nco sind, eine andere von der Form 
a + (» + ^)w interpolirt wird, oder umgekehrt bei den Vertikal- 
reihen von der Form a + (n + j)w, eine andere von der Form 
a + nm. Bei dieser Interpolation kommt das arithmetische Mittel, 
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zweier aufeinander folgenden Wertbe, bei denen die Argumente 
nur um m verschieden sind, aber welche immer derselben Vertikal- 
reihe angehören, vor. Man bezeichne ein solches arithmetisches 
Mittel durch das untere Zeichen i statt , and setze das arith- 
metische Mittel der Argumente hinzu, so wird nie eine Zwei- 
deutigkeit entstehen. So z. B. ist 

4 (f(«) + /> + «)> = /£(« + !») 
i(ß(*+i<0 + fi<« + l«>Wj(« + *0 
i(r(» + »)+f„'(a + 2a0) = /j(«+f*) 
K%(» + l*)+7i(o + *•))-?£ (« + 2*0 

and so fort. Bei diesem arithmetischen Mittel wird also ein 
ganzes Argument bei den Differenzen und summirten Functionen 
Ton ungerader Ordnungszahl vorkommen, dagegen Argumente mit 
halben Intervallen bei den Differenzen und summirten Functionen 
von gerader Ordnungszahl. Diese Bezeichnung ist nicht wesentlich, 
aber sie macht die Formeln eleganter und übersichtlicher. Mau 
mufs nur dabei unterscheiden, dafs namentlich 

f, (a + ^a) ganz verschieden ist von f(a + $a>) 

und ähnlich bei den andern Functionen. 

(4.) 
Die eigentliche Aufgabe der mechanischen Quadratur ist die 
Ermittelung des Integrals durch die Berechnung der einzelnen 
Wertbe der Differential-Quotienten. Um indessen von dem allge- 
meinen Taylor'schen Satze ausgehen zu können, wird es passender 
sein, die Summe der einzelnen Differential-Quotienten, oder der 
gegebenen Functionen, aus dem Taylor'schen Satze herzuleiten. 
Drückt man jede nächste Function durch die ihr um ein Intervall 
nachfolgende aus, und schreibt eine Reihe solcher Gleichungen 
untereinander, so hat man: 
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f(fl)—f(a + m) —wf'(a + u) + J «»/""(« + «) 

— i« a /"'" (« + w) -+- a 5 ,* * /"(« + "0 

/•(a + «) = f(a + 2w) — a> /" (a + 2a.) + £» a f" (a + 2a) 

- i« 3 f" (« + 2w) + ^«*/^(o + 2«) 
f(a + 2«) - f(a + 3w) - « f (o + 3«) + *»» f" (a + 3«) 

/ r (ffl + 3ß)) = / r (a + 4w)-a/ , '(a + 4w) + iwV"C' I + 4w) 

- ^w" /■'" (a -+• 4a) + 3»,«* f"(a + Sa») 

/"(a+(n-2)») = /"(» + («-1)b)— w /'(a+( w _i)«) + 4«Y'(a+(«— l)w) 

- i««/"" (o + (m-1)«) + A**/" (o+(n-l>).... 
/■(a+{n— l» — /"(ff + «w) -wf(a + w») 4- ^w 2 f" (a + wo») 

— i» 8 f" (o + «<"») + n w * /"" ( a + na ) 
Summirt man diese sammtlichen Gleichungen, so wird auf der 

linken Seite nur f(a) übrig bleiben, and auf der rechten Seite im 
ersten Gliede f(a + na). In den Übrigen Gliedern kommen die 
Summen der verschiedenen Differential-Quotienten, von dem Argu- 
mente a + tu bis zn dem Argumente a -+■ na>, tiberall vor. Bezeichnet 
man die endlichen Summen ähnlich wie die Integrale, indem man 
das letzte Argument als Endgrenze ansetzt, von der in gewöhn- 
licher Weise gebildeten Summe den Werth der Function für die 
Anfangsgrenze aber wieder abzieht, so dafs also: 

f (« + ») + f (a + 2 w) ... + f (b + na) = 2 f (a + mm) 
so wird das Ganze 

f(a) ~f(a + na>) — iTsf (a + ma) 

+ ±a* m Tf" (a + mw) 

— i« 8 "^ f" (« + «») 

+ 3 I I ( ° 4 2f"(a + ma) etc. 
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<o 2 f [a ■+- mta) — f (a -+- n<a) — f (a) 

-t»*Tf« (a + tA*) 

+ ^a* 2 ^(a + mtä) etc. 

Da nun aber die Elitwickelung ganz auf dieselbe Weise 
auch bei f", f" etc. stattfinden kann, so lassen sich die end- 
lichen Summen auf der rechten Seite eliminiren. Man hat ganz 
analog 

a 2f"(a + ma) = f'(a + na) — f'(a) 

+ ^w 4 2f y (a + ma) etc. 

w 2f'"(a + mw)*=f" (a + nw) — f" (a) 

-£<ü 3 T/"(ffl + mM) etc. 

Multiplicirt man die Gleichung für 2f'(a + m<o) mit 1, die für 
2f'(a + ma) mit a «, für 2f"{a+man) mit /S » a , für 2f"(a+mu) 
mit ro» 8 n. s. w-, und summirt die Produkte, wo a , ßoi fo etc. 
unbestimmte Coefficienten sind, über die man so verfügen kann, 
dafs in der Summe aller Produkte die endlichen Summen der 
rechten Seite wegfallen, so hat man: 
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w 2^'(o + «»«)+(o^— l)a»» 2f'(a + mm) 

+ (Ä. - i«o + 1) »' *f" (« + "•") 

+ fr.-ll». + K-A)« , j['"< + , "">"" 
— /■(» + «•) — f (o) + oj« If (a + n«) - f (o)) 
+ ft.»(/»'(« + »«)-r(»)) 

+ r,»'(r"(»+»«)-r'(«)) 
+» «* ff" (<•+»«)— /'"(«)) 



Für die Wogschaffung sammtlicher endlichen Summen, anfser 
der für f (o + ««), hat man folglich die Gleichungen, welche be- 
liebig forlgesetzt werden können: 

«.-1-0 
/».-J«. + i-0 
C-aA + iOo-A-O 

etc. 

oder wenn man sie nacheinander auflöst: 

«o-i 
Ä>- + A 
r,-0 
°o — — Tiu 
»o -0 

Co "" + 3ul*U 

*-o 

Bezeichnet man diese Brüche absolut genommen mit 
«i ~ tV -"a = ran ■"» = nivo «* = ttö4bhtj 
so wird also die obige Gleichung: 
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a Sf'(a + mm) — f(a + na) — f(a) 

+ i*(/"'(o + ««)-/"' (a)) 
+ A l * a (f"(a + n*) -/•"(«)) 
--*,•*</"(« + ««)-/"(<»)) 
+ Ä t » 8 (f" (o + na) -/" (a)) 

Da nun f(x)-=ff'(x)dx, so bann man ffir f(a + ni»)~f(a) 
sehreiben: 

und wenn man die Functionen, für welche die Buccessiven Werthe 
berechnet werden, lieber mit f(a) statt mit f («) bezeichnet (in der 
That sind sie eigentlich Differential-Quotienten), so wird die Be- 
stimmung eines bestimmten Integrals, indem man überall die 
Accente in der obigen Formel am einen vermindert, durch mecha- 
nische Quadratur, in dem Ausdrucke enthalten sein: 

m 2f(a + mta) = ff(x)dx + £» (f(a -+- n«) — f(a)) 

+ A 1 **(f'(a + nu>)-f'(a)) 
-A« 4 (T(a + »<->)-?"(<*)) 
+ A* «« if (o + n») - f (o)} 
Die Glieder, die hier auf der rechten Seite neben dem Inte- 
grale stehen, und die den Unterschied zwischen diesem nnd der 
einfachen Snmmenformel bilden, sind sonach blos aas den Gliedern 
der Taylor'schen Reihe entstanden nnd werden immer geringer, je 
kleiner das Intervall angenommen wird. Sie sind die Reduction 
der Snmmenformel bei endlichem Intervall auf Summen bei un- 
endlich kleinem oder verschwindendem Intervall, das heilst auf das 
wirkliche Integral. 

(5.) 
Die auffallende Eigenschaft der Zahlen a , ß Q , j- etc., dafs 
von ß an gerechnet nur die Zahlen in ungerader Stelle einen 
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endlichen Werth haben, die in gerader Stelle stets — sind, erläutert 
Euler in seiner Differentialrechnung Cap. V- Zuerst entspringen 
sie aus der Entwickelang des Braches 

r - i-m + ^-j,*.... -i + t« + A»' + r."' ««■ 

wie man sogleich sieht, wenn man mit dem Nenner des Bruches 
hinüber multiplicirt, and da bei der Anwendung von Exponential- 
Functionen Euler zeigt, dafs 

u 1 «* 

., , + 2-4 + 2-4-6. 8 + 



1-i 



4-6 x 4.6-8-10 x 
so wird, wenn a , wie der Augenschein lehrt, = i ist, keine un- 
gerade Potenz in der Reihe vorkommen, die den Werth von V— i« 
ausdrückt) also Yw *o> Vo etc- = Null werden. Ferner wird 

i«cotgiw = l — Ai u' — ji a M 4 — A t vP 

wenn für A u A 2 , A s die obigen Werthe angenommen werden. 
Endlich hangen diese A lt A 2 , A 3 , auch zusammen mit den Summen 
der reciproken Werthe der geraden Potenzen der natürlichen 
Zahlen, wenn man sie in das Unendliche fortsetzt. Wenn 



( 1+ 2* + 3*" 



M-Hr] 



gesetzt wird, so ist 



und überhaupt 



'-[>]■ 
*-[*]■ 
+-[+]■ 

H^]- 



2' n' 



h, Google 



Ueber mechanische Quadratur. 73 

Für die mechanische Quadratur bedarf man dieser Eigen- 
schaften weiter nicht. Man wird niemals mehr als die drei Werthe 
höchstens gebrauchen, die sich unmittelbar ihren numerischen 
Werthen nach ergeben aas den angeführten Gleichungen. Immerhin 
zeigt die letzte Relation für A, dafs, weil bei erhöhtem n die 

I — 5- sich immer mehr der Einheit nähern, die A. nahe ab- 
nehmen werden, nach einer geometrischen Progression, deren Ex- 
ponent ■ of -3- oder etwa -f\j ist. 

(6.) 
Die Formel 

o» Sf(a + m») — jf(x)dx + ±<o (f (o + nw) — f(a)) 

+ A 1 t» 2 (f'(.a + na)-f'(a)) 
_4 *<f"(a + nm) -f"(a)) 
+ ^,«>(TC« + ««)-rCa)) 

hat das Unbequeme, dafs auf beiden Seiten dieselben Größen, f(a) 

und f(a + nto), vorkommen. Die linke Seite ist 

w {/"(« + a) + f(a + 2a) + f(a + 3«) + f(a -f- na)) 

Schafft man das Glied der rechten Seite hinüber 

i*>(f(a + n*)-f(a)) 
so werden beide Theile 

»{(K(«) + i/ f (« + ")> + (iA« + «) + 4n« + 2*0) 

+■ Qf(a + (»- 1) ») + m<* + ««)) 

Dieses führt darauf, die Form der Ausdrücke etwas zu ändern, 
um einen einfacheren Ausdruck zu bekommen. Setzt man zuerst 

a+la> statt a, i& statt «, 2n statt n 
so wird die Unke 8eite and damit die Gleichung: 
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i«{^(a + «) +/'(a + 2*) + / f (<n-3«0 ..- + /■(<! + ««)} 
+ i«{/ ? (o + $«) + f(a+ $*) + f(a + l»).... + f(a + (n + i)»)} 

-JYCr)<*a;-M«(/> + («+*)«W(« + i*)) 

+ \A « a (/"(<» + (« + iH - f (o + i«)) 
- * 4, «* (/"' (* + (« + *)<*) - /"' (o + i»)) 
+ V,A« s (r(a + C»+i)*)-r(a + i*)) 
Vertauscht man aber in derselben Gleichung allein 
o mit <* + £« 
so wird die Gleicbnng 

»(f(a + im) + f(a + iu) + f(a + t<*>) + f(a + (n + l)»)) 

Multiplicirt man die vorletzte Gleicbnng mit 2 and zieht die letzte 
davon ab, so wird 

u 2 f(a+nn»)=ff(x)dx- (1— i) ^, «»* (f ' (o + (n + J)«o) — /" (a+ 4«)) 

+(l-i)A« 4 tf , "(o+(«+i)«)-/ , "(«+l")) 
-Cl-A)A»'{r(«+(»w4)»)-rC«-4«))etc. 

Ein Ausdruck, aas welchem, durch Veränderung der Grenzen 
des Integrals, der vorbin bemerkte Uebelstand, dafs dieselben 
Grölsen auf beiden Seiten vorkommen, verschwanden ist, and der 
deshalb einen kleinen Vorzug auch wegen der kleineren Correcüons- 
Coefflcienten vor dem andern hat. 

(70 
Hiermit würde die Aufgabe vollständig gelöst sein, wenn die 
Differential-Quotienten wirklich gegeben wären. Es würde dann, 
wenn statt der A die Zahlen eingesetzt werden: 



DKiz.h.CoO^lc 



Uebet mechanische Qnadratnr. 75 

Jf(x)dx=a 2 f(a+ma>) + Vi «> a {f' (« + (« + t)») — f (o + !*>)} 

o+ic mm 

-tAb"* {T' <* + (» + *)•)-/*" (* + *"9 
+ «H^« , {r(« + (« + i)»)-r(« + i»)} 
oder nach der ersten Form: 

ff(x)dx=m 2 f (a+mu) — i» (f (<J + wo) — f(a)) 

-^M*(f(a+nu)-f'(fl)) 
+ ih « 4 (f " (* + n ») - f" (o)) 

-Tuiw«'(r(<»+»*o-r(«)) 

Da indessen nicht die Differential-Quotienten der berechneten 
Functionen, sondern die numerischen Differenzen gegeben sind, so 
bedarf es zur Bequemlichkeit der Rechnung noch der Reduction 
der einen auf die andern. Es würde ein bedeutender Umweg sein, 
wenn man zuerst die Differential-Qaotienten berechnen mutete, um 
die Integrale dann vermittelst ihrer zu finden. 

Die Gleichungen zwischen den Differential-Qaotienten und den 
Differenzen finden sich wiederum durch einfache Anwendung des 
Taylor'schen Satzes. Man hat die beiden Gleichungen 

f(a+a)~ f(a + 1») +$*>? (a+iei) +$a s f'(a+ 4») + ,VY"' (a+l»)+™ 
/■(«)-/ , («+l*)~4"r(«+i ö )+i» ! /"(o+i«)-j l 5ft» 8 /'"(o+lw)+.... 
folglich wird wegen f(a + a)- f(a) = ft(a + $») 

Fährt man hier die Differential-Quotienten f (a), f" («), f" (a) etc. 
ein, so wird: 

r(a+i-)-r(«)+*"r(«)+t« , r(«)+A« , r(«)+ 
f" (* + 1«) = r c«) + i » r (*) 

und das Ganze wird 

Es wird daraas, wegen 
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fi(«+l»W(«+»W(«) 

fi(«-i"W(«) -flfl-m) 
wenn man <■> negativ setzt und auf der rechten Seite die Zeichen 
mit Klicksicht auf die Entwickinngen von f(a — im) etc. ändert: 

f.(«-i«>-«A«)-i« , H»)+l«V'"(«)-A»V"W+-rU »TW- 
oder wegen 

fi(«+i"W;(«-i«)-fi:(«) 
erhält man 

n w - •• f w + A"* /■"<«) + *iu»* r («) 

Geht man so fort, so findet man 

f;> + 4 ») = »•/"" (s + i») + imT (« + i») + 

ff (o + J») - »■ f (a + Jm) + ! ft»'r"(<» + l») 
/? (o) - »• f"((.) + i»« /■"" (b) etc. 

Nimmt man hier die Functionen mit ganzen Argumenten zu- 
sammen, und die, bei welchen halbe Argumente vorkommen, so 
hat man die beiden Systeme, wobei die Entwicklung etwas weiter 
fortgeführt ist: 

fU« + i-)--f' (« + !») + A«T (« + !«) + TAu"*r(« + i«) 
+ nAiu «T (« + 4») + 
f; , (o + J«)-» , / , "(B + i») + t» s ff(a + jm)+ T H,«iT"(o-l-i») + 
ff(B + i«)-»'f (b + J«) + A»T"(b + 1») 
und 

ß' (b> - »> /"■ <B) + ,<,<»< r <«> +Th>- e rw + nh. «• /"■"(») 

/V(.).^H')+ i»' T'W + ,'»«>• r"'(«) 

/T(B) - »• /™(b) + {«» /™ (O) + 

Leitet man aus diesen beiden Systemen die Werthe von 
f'(a + iiü) f'"(a + iw) etc., f"{a\ f**(a) etc. aus den gegebenen 
Größen fi(a + i»)f~{a + im) etc., ft(B), /?(a) etc. ab, was durch 
einfache Hnltiplication mit zweckmässigen Zahlen-Ooefflcienten und 
Summirung der Prodncte geschieht, so erhält man: 
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» f Co + l-J-fiCa + W-JifTCa + i-J + TlTrffto + l«) 
- T tWT(« + *«) 

o.V"(a + i«) = n'(« + i»)-^/ r . T (ffl + i«) + Tli l rn a (« + i«) 
» 4 f" (o) - f* (a) - ifV (o) + 2 { ü fT («) 

» 8 r (« + i»)-/7Co + *«)-Af7 , (<n-i») 

in welchen Ausdrücken die Entwicklung so weit getrieben ist, 
als man sie irgend gebraucht. In der Praxis wird man niemals 
so weit geben, sondern statt bis zur 7ten und 8ten Differenz fort- 
zugeben, lieber die Intervalle bei den Argumenten verringern, 
wodurch man höchstens bis zur fünften oder vierten Differenz zu 
gehen nitthig haben wird. 

(80 

Diese Ableitung für den Ausdruck der Differential-Quotienten 
durch Differenzen ist die elementarste, wenn man einmal blos von 
dem Taylor'schen Satze ausgehen will Aber sie ist ungemein 
weitlauftig und deshalb unbefriedigend. Man kann sie weit über- 
sichtlicher und eleganter machen, wenn man eine analytische 
Function zum Grunde legt, welche die Eigenschaften vereinigt, 
Ausdrücke für die Differenzen und Differential- Quotienten zu geben, 
die nie abbrechen, den hier gewählten Bezeichnungen sich an- 
schließen und die sämmtlichen Ausdrücke auf eine oder einige 
Reihen reduciren, deren Entwickelung analytisch gegeben ist- Die 
Zahlen-Coefficienten müssen sich bei ihr völlig genau ergeben, da 
sie von der Natur der Function ganz unabhängig sind. 

Eine solche ist die Exponential-Function e?. Legt man sie 
statt der allgemeinen Function f(x) zum Grunde, so hat man zuerst 
für die Differential-Quotienten in Bezug auf x stets denselben 
Werth e 8 . Es werden folglich 

f («) = e» f (o) = e" f" (a) = «■ f" C«) - e" 
f{a + <a) = f (a + ») = /"" (a + cd) = /* (a + a>) = e° +tu u. s.w. 
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Für die Differenzen aber hat man 

f.l' + l»)-**"-* -n" + '"(e**'-e"'") 
/■;'<• _(«•+■«_«—.») ( e l"-e-J") 

-e" («■■_«-••)" 
oder übersichtlicher, wenn man 

(+,»_,,-■•>_„ 
setzt, 

/ö(a + l»)-e* +1 "-» -f'Ca+1«)-« 
/■;'(<>) -e" • »■ -/■"<•■«» 

/-; , (a + l«)-e" + >"-u»-/ , "(a + i»)-«' 

u. b. w. 
wie sich ans dem beliebig fortzusetzenden Schema 



Arg. 


Function. 


I. Diff. 


II. Diff. 


III. Diff. 


IV. DHE 


a — a> 

a 






e" • »' 


e°-t-Wt(a 





unmittelbar ergiebt. Substituirt man diese Werthe in die obigen 
Gleichungen für o> f (a +■ \ w), <o a f" (a) q. s. w. hinein, und hebt auf 
beiden Seiten die gleichen Factoren e a+ i'°, e°„.. hinweg, so bleibt 
überall nur eine Potenz von w auf der linken, und eine Keine 
nach Potenzen von « auf der rechten Seite übrig. Entwickelt 
man deshalb aus der Gleichung 

e+l<* — e -i<» = u 

den Werth von w nach einer Reihe, die nach Potenzen Ton u fort- 
geht, so wird diese Reihe und ihre Potenzen die numerischen 
Coefficienten in den obigen Entwickelungen geben müssen. 
Zu diesem Zwecke hat man zuerst aus 
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tri" i M +V(l+l««) 

e + i «> + e - 1 <» _ 2 v~crTiw*r 
2 -(i+*«^r* 



Es ist aber Ruch nach dem Werthe von e + i a 
da, _ ± + \u(X + j&)-i 

du ™ iM + V(l+i« a ) 

oder -!*£- = (l + lM *)-i 

folglich 

<o~J"(i + *«*)-* du 
ohne weitere Hinznfügung einer Constante, weil für w = auch 
<o = wird. In den beiden Reihen 

und 

a>=S(l + ^ü i )-idu- 

und den Potenzen dieser letzteren wird also das Gesetz der obigen 
Zahlen-Coefficienten in dem Ausdrucke der Differential-Quotienten 
durch die Differenzen enthalten sein. In der That ist: 

afl = M a — tJjM* + ^, M * _ 5 |„ «b..., 
«,■-«■- ^ u a + T ^ üW 7_ 

«* = «*- i« 8 + Tl|llM e .- 
W 8 = U 8_ lM 8_ 



1 • 


3 


u< 1 • 3 • 5 «• 

2< 2-4-6 2« ' 


2 ■ 


4 


■1 


•i- 


«■ 1-3 1 ti> 

2' + 2 • 4 ' 5 2» et0 ' 
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Fügt man auf der linken Seite die Differential-Quotienten je nach 
den Potenzen von <o, bei den geraden bezogen auf das Argument a, 
bei den ungeraden bezogen auf das Argument a4-£», hinzu, and 
vertauscht auf der rechten die Potenzen von w mit den Differenzen 
derselben Ordnung, ebenfalls bei den ungeraden für das Argument 
a + lm, bei den geraden für das Argument a, so bat mau die 
obigen Wertbe, die man hiernach beliebig fortsetzen kann. 

(9.) 
Die Ausdrucke der Differential-Quotienten durch die Diffe- 
renzen in (8), kann man in die erste Integralformei in (7) sogleich 
substitoiren , weil in derselben dann die Wertbe der Differenzen 
ft(o + i»), fr(« + *M),/7(o+i»),ft<o). ffifl), f?(fl), vorkommen, 
die unmittelbar bei der Bildung der Differenzen vorliegen. Für 
die zweite Integralformei in (7.) ist noch eine kleine Umformung 
nöthig. Hier werden f'(a), f'"(a), /^(«), durch Differenzen aus- 
gedrückt werden müssen, die folglich auch die Form haben werden 
fa («)i /"»" ( a )i fl ( a )> aber bei der Bildung der Differenzen aus den 
gegebenen Functionen nicht unmittelbar vorliegen, sondern erst 
durch Interpolation hergeleitet werden müfsten. Man würde z. B. 
den Werth von f 9 (a) ans den beiden Werthen fä(a — i«0 und 
f' a (a + i<o), die wirklich vorliegen, und ihren Differenzen, durch 
Interpolation zu suchen haben. Allein man kann auf leichterem 
Wege die nöthigen Reihen - Entwickelungen finden. Betrachtet 
man die Exponential-Function, so wird in ihr 

f* (a) =■ «° ■ « 

wenn man es aus der Bildung der Functionen f(a — i<o), f{a + l<o), 
f(a + $m) ableitete. 
Dagegen wird hier 

folglich wird 
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f.M-i(f:("+i«)-<- f. («-w) ^. t .* |. . 

oder nach der oben eingeführten Bezeichnung 
fiW-fiW- +1 . 2 .1. 

* e + * *• + e ■ ™ 

Da min ganz dasselbe auch bei 

ffW-/?W ■ «M. '.-«. 

stattfindet, so wird in den Reihen von w, nach welchen « und 
seine Potenzen entwickelt sind (and also auch in den Ausdrücken, 
wodurch die Differential-Quotienten aus den Differenzen hervor- 
gehen), durch eine einfache Multiplication mit der Reihe, welche 

den Werth von —r-, ; — nach Potenzen von u giebt, oder 

c+i^ + e-i 01 

nach dem obigen durch 



e+^ + e-J« 

der vollständige Ausdruck der Differential-Quotienten gegeben 
sein. Nur wird man hier die Potenzen von m, mit dem arith- 
metischen Mittel von derselben Ordnung und mit demselben 
Argumente bezeichnet, vertauschen, wobei die Differenzen von un- 
gerader Ordnung ganze Argumente, die von gerader Ordnung ge- 
brochene oder halbe Intervalle enthalten. 
Nimmt man deshalb die Reihe 

1 ■ 3 m« _ 1-3-5 m« 

2 • 4 ' 2* 2-4-6 2 B 

und mnltiplicirt sie mit den verschiedenen Potenzen von a>, so wird: 

Encke'fl Abhandl. I £ 
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TT 2 _.. ~ »' - A »* + «Wo «' •••■ 
9 

4»' + Th«'-- 



2 



e+!« 






e*i" + t -i" 

und durch Einführung der arithmetischen Mittel wird 
» /" (<•) -/jW-i(J(«) + A/JW-Tl./J"W- 

»V" (» + 1») -q (» + !»)- A/J (« + l«) + iVA/| , (« + i»)-- 
»»/•'" (<•) - /J « - J/JM + rh/J" «•■■• 



■V" « 



- 17« -tfl° <»>■•• 



Dieses sind die Ausdrücke, die in die zweite Integralformel 
eingeführt werden müssen, um die Correctionen durch die Diffe- 
renzen auszudrücken. 

(10.) 
Endlich, da hier nun Differenzen mit ihren Bezeichnungen 
eingeführt sind, wird es zweckmässig sein, auch die summirten 
Funktionen statt der bisherigen 2 zu setzen. Es wird 

™/(« + ».)-/'(» + .) + f{« + ! a>).... + f (<t + »») 

- Yo (« + (» + 1) °>) - 'h (« + i») 
und auf ähnliche Weise wie bei den Differenzen arithmetische 
Mittel vorkommen in der zweiten Formel, wird es auch bei den 
Summen der Fall sein. Es ist nämlich 
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JJ(a +«..)- i (fto + ••) - flu)) 

= |/'(a)+AaH-co) + f(a+2a>)+/i>+3io)-t-...+Aa+(n— l)tu)+^/"(a-Miü)) 
-*%(• + *")-*% (•-*•) + '/.(«+(•-»•)-'/'. (* + !») 
+ ir.(» + (» + 4M-iYo (»+(»-«») 

-i( , /i(«+(»+i)»)+r.(«+(«-»»))-4(r.(«+-i»)+ , /i(»~i»))' 

a 1 

Snbstitnirt man jetzt die Differenzen statt der Differential- Quo- 
tienten, so wird nach gehöriger Reduction 

Sf{x)ix-n '/i (<• + (» + J)°>)- Vi (« + i«) 

.4.). ! 

+ A{ft(« + (* + i)«)-ftC+i«)} 
- *Hu (fö (« + («+ »»Wo' (« + J«)} 

+ „«Wm, {ff (" + (« + i)«)-A5' (« + !»)} etc. 



+ t*pj (•+«•> -/$<•)} 

- iJlis {/j (» + »•) - fj («) etc. I 

Bei dem letzten Integrale thnt man gut, die erste Zeile auf der 
rechten Seite 

•f^a + nu) — y (a) 

so zu schreiben 

•f. (<• + «■«)-% (« + 4 ») + i f(a) 



tegrals enthalten ist, und die summirte Funktion doch mit einem 
Yo( a + 4 u ) beginnen mufs, eine örßfse, die ganz an sich willkür- 
lich ist, da sie im Integrale wieder abgezogen wird. 
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Die letzten Glieder in beiden Ausdrücken, die zu den Argu- 
menten a + i» nnd a gehören, bilden, wenn man das Integral be- 
liebig fortsetzen will, die Constante des Anfangs. Man kann des- 
halb die Formeln auch so schreiben, dafs man für die erste sum- 
mirte Funktion an die Stelle von '/ö(« + 4m) setzt 

nnd damit die summirte Reihe bildet. Es wird dann ganz voll- 
ständig 

jy&jWlüf/i (« + (» + i)«) + A ft (•+(»+ D») 
— iftvft («+(» +1H 
+ *Wn ff (■ + (»+*)•)} 

Für die zweite Formel setzt man an die Stelle von % (o + 4 ■») 

C = { + 4 /■(«) + A /J («) - t"A fj W + ihttv f\ («)•■■•} 

nnd erhält dann, wenn man damit die summirte Reihe bildet, 
ebenfalls vollständig 

a ff(x)dx=«,^ (a + n«) - A ^(a + ««) 

-?üiaff (» + »•) .} 



Es wird dann das bestimmte Integral a + £f» bis a+(n-f- J)i» 
nnd a bis (« + um) vollständig gefunden, wenn man an die Zahlen 
der snmmirten Funktion, die zu dem End-Argumente gehören, nur 
die angegebenen drei Correctionen anbringt nnd nähert sich in 
dieser Form der Entwickelung des allgemeinen Integrals. 

(11.) 
Am einfachsten lassen sich beide Ausdrücke so in Worten 
fassen. Es sei, um die kleinen Brüche zu vermeiden, 

B -A) fi = — sUö. r — + *ÄÄb etc. 
und man habe für die zu yitegrirende Funktion f{x) die Reihen- 
folge von "Werften 
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f{a), f(a + w), f(a + 2a>).... 
beliebig weit berechnet, so wird das Integral allgemein werden: 

J}(x)dx^f,, (fl + n<o) -t- «/•; (a + na) 
■+■ ßf'ä ( a + na> ) 

+ yfZ(o> + «bd) + ....} 
+ Const. 
wo die Constante so bestimmt wird, dafs für das Argument, für 
welches das Integral Null werden soll, es sei dieses das Argu- 
ment (a + n'm), die vorangehenden Aasdrücke mit negativem 
Zeichen hinzugesetzt werden, also 

Const. cd {% (a + n'a>) + a f (a + ri a>) 

+ ßfä(a + n'w) 
+ rfl(a + n'w) .) 

Dieser allgemeine Ausdruck wird in der Rechnung am ein- 
fachsten, wenn, wie in der ersten Integrationsformel von (10), die 
Zahlen n und ri von der Form (i + l) und (i' + i) werden, weil 
dann unmittelbar die aus der Reihe f(a), f{a + a) n. s. w. sich er- 
gebende summirte Funktion 7o (a+ (t-t-i)<a), und Differenzen 
fo(« + (* + *) M ). /"c(a + (' + *M, ft(a-K* + 4W, ohne weitere 
Aendernng angewandt werden können, und eben so bei i'. Ist 
aber n von einer andern Form, so müssen diese Funktionen von 
Yoi f'oi tat fo etc. aus den wirklich dastehenden Zahlen so inter- 
polirt werden, als ob sie reine Funktionen der Argumente 
a+'(i + i)«> bei allen waren. 

Ein Beispiel dieser Art giebt die zweite Integrationsformel, 
wo « von der Form * ist, und ri von der Form *'. Die hier not- 
wendige Interpolation iu die Mitte hinein ist bei ihr ausgeführt, 
und da hier die arithmetischen Mittel der Funktionen von 
a+(i+l)m, und a + (i — i)o> vorkommen, so sind diese eingeführt 
und die Reihe 

l-T^ + iyö«*-*^" 9 

ist entstanden aus dem Producte von 
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1 + au* + ßu* + ytt* .... 
mit der bei der Interpolation in die Mitte hinein geltenden Reibe 

(i + i« 2 r ä =i-i« a +Tii» 4 -T7Jb«* 

Zur Bequemlichkeit der Rechnung kann man hier noch hinzu- 
fügen, dafs man am besten thnt, nicht 

f(a), f(a + tü), f(a + 2<e) f etc. 
anzusetzen, sondern 

t»f{a), af(a + ta), w/"(a + 2w) etc. 

Da dieser Faktor <o sowohl in die Differenzen als in die sum- 
mirten Funktionen, die man aus u>f(a), <of(a + a>), wf(a+2w) 
bildet, von selbst übergeht, so fallt er in diesem Falle aus der 
rechten Seite völlig weg. 

Endlich kann man noch bemerken, dafs, wenn man das Bei- 
spiel der Exponentialgröfse e x auch bei der Integrationsformel ver- 
folgt, die summirte Funktion 



Tot« + 4« 



■a+lw _L 



wird und da fadx für x= (a-h±w) wiederum e a+il0 ist 1 die obige 
Integralformel die Gleichung geben wird 



woraus folgt 



J du 



so dafs die Werthe «, ß, y etc., wenn man sie fortsetzen wollte, 
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ans dem reciprokeo Werthe der Reihe entstehen würden, die bei 
dem ersten Differential- Quotienten f(a + £w) stattfindet, wie es 
auch bei dem Integrale in der Natnr der Sache liegt. 

(12.) 

Vermittelst dieses allgemeinen Ausdrucks der Integration für 
jede Form des Argumentes, nöthigenfalls mit Zuziehung der In- 
terpolation, werden sich die zweiten, dritten und folgenden Inte- 
grationen ohne alle Mühe ausführen und ableiten lassen. Bei der 
Bildung der verschiedenen Constanten findet immer dasselbe Prin- 
cip statt, die allgemeinen Integrationsformeln so zu benutzen, dals 
man die "Werthe der Constanten mit ihrer Zuziehung richtig er- 
hält. Diese Werthe sind an der gehörigen Stelle in den sum- 
mirten Reihen so anzusetzen und zu der Bildung der summirten 
Reihen zu benutzen, dafs später auf die Anfangsgrenze nicht mehr 
Rücksicht zn nehmen ist, sondern an alle Werthe der dadurch 
gebildeten summirten Reihen nur die Correctionen der Bndgrenze 
anzubringen sind. Die Bequemlichkeit der Rechnung wird dabei 
allein noch einige Betrachtungen nöthig machen. 

Werde zuerst das zweite Integral gesucht, so gicbt die all- 
gemeine Formel für das erste Integral 

+ ßf"ä{a + nw) 

+ rr« (a + nti) } 

die verschiedenen Theile des zweiten Integrals, je nach den 
Theilen, aus denen das erste besteht. Setzt man zuerst statt 

f(a + nm)„ y (« + ««)) 

so hat man für den ersten Theil des zweiten Integrals den Ausdruck 
C dx f f(x)dx = 
w 2 {'7ö (a ■+■ nto) 4- af{a + n «) + ßft (a + mm) + rf?[a + na) 
weil bei den beiderseitigen höhern arithmetischen Reihen die Dif- 
ferenzreihen nur vorrücken. Eben so werden die folgenden Theile, 
wenn man für 
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f(a + nu) nach und nach f (o + ww) 
. /"ö (« + «*») 
. A (« + »<") 
setzt, respective 

a*{af(a + ntt>) + a*fZ(a + nu>) + aßf£(a + na>)....} 
» s { ß fö(a+na>) + aßf^(a + na>)....) 

» a { r/FC« + n«>)....j 

Zusammen wird also 

B-t-a« 

J" da; J" f(x)dx~tt>*%'f (a + n«) + 2« /(a + wa>) 

+ 2 («0 + r)/7(a + «»)..„} 
oder die Zahlenreihe der wirklichen Integrations - Ooefficienten 
wird die Form geben 

fdx ff(x)dx - ai*{'% (a + nto) + -jL f( a + na>) 

-!*»/;(■ + »■) 

+ ia%B/o r (« + »•) } 

bei denen, wenn man 

%-ifc A— ih. *-+«&» 
setzt, die Reihe 

1 4- o, u 8 + ßi u* + n u* + . . . - (-—-) 

nach dem oben am Ende von (11) angeführten Werthe- Un- 
mittelbar kann sie angewandt werden für 

na — ia 
weil in den geraden summirten Reihen and Differenzen die Werthe 
"/i (*+*■), f(a + w), fö(a + iw), fg(a + ia>) ohne weitere vor- 
zunehmende Aenderung vorkommen. 

Ist aber nw von der Form (} + i)<->, so müssen diese Reihen 
so in die Mitte hinein interpolirt werden, als wären sie reine 
Funktionen von (a + ia). Mnltiplicirt man also 
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(-£-)* mit (1+ !«■)-' 

and fahrt statt der wirklichen Differenzen die arithmetischen 
Mittel ein, so erhalt man 

}*»j7M«'«-" , {''/j <<•+(<+*)•) -A/j («'+(•+*)•) 

+ T«./J (• + » + »") 

-TjlrtVr/y (« + (< + ««) } 

Es wird bei der Rechnung bequemer sein, bei einer solchen 
zweiten Integration nicht f(a), f(a+to) u. s. w. anzusetzen, sondern 
*»*/(°)» <» 9 f(a + a>) etc. Man erhält dann allerdings das erste 
Integral, verbunden mit dem Factor w, and mufs, wenn man es 
gebrauchen will, mit diesem Factor erst dividiren. In der Regel 
aber wird man gröbere nnd bequemere Zahlenwerthe erhalten. 

(13.) 
Wendet man dasselbe Verfahren auf die jdritte Integration an, 
so wird man erhalten 

fdx fdx ff(x)dx-a*{ "% (a + n«) + $% (a + na,) 

+ T-fcvf'Aa + nto) 
+ WWW7 (o + «*>)....} 
Setzt man hier 

<*3 = h ß» mm — TT?Iüt Yt = + V^Nw 

so entspringt die Reihe ans diesen Coeffici enten ans (~) ; oder 
es ist 

Unmittelbar ist diese Form anzuwenden, wenn n von der Form 
ist i + i, wegen der ungeraden Ordnungszahl der summirten Reihen 
und Differenzen. Für die Form 
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wird man die letzte Reihe 

1 -+- «a h 1 + fa u* + ra u 6 + ... multipliciren mit (1 + i w 3 ) - * . 
und statt der Differenzen arithmetische Mittel einfuhren müssen. 
Man erhält dann 

fdxjdxff(x)dx=**{ "y, (a + tu) + ?ivf£a + «») 

-ioVjtf/T (a + i«»).... } 
Das Glied mit '/, (a + iw) hat hier den Ooefficienten Null, so 
dafs mit verhältnifsmäfsig weit grösserer Näherung als bei den 
früheren Integrationen, die dritte summirte Funktion das dreifache 
Integral ausdrückt. 

(14.) 
Es mögen jetzt die Werthe der sowohl am Anfange als am 
Ende der Integration anzusetzenden Gröfsen, welche nach den 
bisher ausgesprochenen Grundsätzen nur bei dem Anfange beson- 
ders eine etwas gröfsere Mühe der Berechnung verlangen, so für 
die drei ersten Integrationen übersichtlich zusammengestellt wer- 
den, und zwar für beide Formen von x und x', =a und =a+Jtö, dafs 
man unmittelbar das jedesmalige Notlüge daraus entnehmen kann. 

Zuerst hat man nach dem Ausdrucke für — - in einer Reihe, 
nnd ihrer Potenzen bis zur dritten: 



+ A« 8 " 



H«« 


+ 


tj^te'stj" ■■•■ 


ßu 
io« 


+ 




+ 


VvVffB ,( — ■ 


ßlU 


+ 


n « B 




+ 
+ 


<J6WlU n * — 



Die Werthe < 



«2» An r& die hierdurch gege- 



ben sind, bilden die Zahlenwerthe der Ooefficienten, welche bei der 
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ersten, zweiten and dritten Integration für die wirklich dastehen- 
den Differenzen gebraucht werden. 

Mnltiplicirt man diese Reihen mit (1 + 4« 2 ) - *, so erhält man 

— • (1 + { U a ) ~ * — 1 — ^ u* + jLL u * _ ^11^ M 6 

= 1 + a' u 2 -+- ß' ii* + r' w B ... 

= l4-«in a + /Sj u*+y[u\.. 
jj. . (1 + j „■)-* = 1 - «» + ife «*-dfe » 8 
= l + «ä« a + (Si «*+ yi «»... 
Die Werthe «', /*', /, «;, 0J, y[, «i, /Sj, ri, die hierdurch 
gegeben sind, und. nötigenfalls fortgesetzt werden können, bilden 
die Zahleuwerthe, welche bei der ersten, zweiten und dritten In- 
tegration bei Anwendung der arithmetischen Mittel gebraucht werden. 
Es sei jetzt die Anfangsgrenze für alle drei Integrationen so 
gegeben, dafs für x' = a die Integrale sämmtlich Null werden. 
Hat man dann die Reihe der Werthe berechnet 

f(a), f(a -+- »), f(a + 2u) f(a + »«.) 

so bildet man für die Anfangsgrenze von der Form: 

1) „ = i' = o 
bei der ersten Integration die erste summirte Reihe so, dafs 
man an die Stelle von 7o(<* + 2 w ) setzt 

(A) % (o + **) = C = i f(a) - «' ft(a) - ß> q(a) - y> f J(a) 

Für die zweite Integration, fügt man mit Beibehaltung der 
ersten snmmirten Reihe, eine zweite summirte Reihe hinzu, indem 
man an die Stelle von "f (a) setzt: 

(B) l, f (a) = C^{-a i m-ßiföW-nfZW } 

Für die dritte Integration bildet man aus der zweiten sum- 
mirten Reihe eine dritte summirte Reihe, indem man in derselben 
anfängt, mit dem Werthe C ', der an die Stelle von '"/o(°-t-i (a ) 
gesetzt wird, wo 
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+iri{r '(*+i«)+3r ö '(«~i«)}--} 

Wenn dagegen die Anfangsgrenze für alle drei Integrationen 
so gegeben ist, dai's für x = a + \u> die Integrale sammtlich Null 
werden, so bildet man bei der Form 

2) « = i'4-| 
die erste summirte Reihe, so dafs man an die Stelle von '/" ( a + 4 w ) 



~rn(ß + h*) } 

Für die zweite Integration wird unter Beibehaltung der anf 
diese Weise gebildeten ersten summirten Reihe für den Anfang 
an die Stelle von '%(.<*) die Gröfse C[ gesetzt, wo 

(E) %(a) = C^~{ a f(a + w) + ß(2n(a + ») + n(a)) 

+ r(3/V(«+«) + 2^(a)) } 

Vermittelst der hiemit gebildeten zweiten summirten Reihe, 
wird für die dritte Integration eine dritte summirte Reihe gebildet, 
bei der der Anfang gemacht wird, indem man an die Stelle von 
"To^ + i* 1 ) die Q-rßfse CT setzt, wo 

(F) '■%(a + tn) = Cl = {-a t 'f a (a + la>)-ß 2 r (a-t-$w) 

-r»fZ(ß+t*) } 

Es stellen sich folglich die Anfänge der drei summirten 
Reihen so: wenn die Integrale sammtlich Null sind für die An- 







1) X 


-a 




Argument. 


Funktion. 


I. summ. Reihe. 


II. summ. Reihe. 


III. summ. Reihe. 


a 

a + w 
a + 2» 


f(a + 2e») 




C. + C« 


Co" 

Ca + Ci+Cä 
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2) für x' 


= a + £w 




Arg. 


Funktion. 


I. summ. Reihe. 


11. mram. Reibe. 


III. 

summ. Reihe. 


a 


f(") 




c i 




a + w> 


/(»+») 


C i 


C i + C! i 


i 






C i+ f(a+») 


W * 


a + 2ut 


/•(d + 2.) 


2C 1 + Cj+fta+») 



Der Werth der ganzen bestimmten Integrale hangt dann nnr 
von der Form der Endgrenze ab, und ist, je nachdem diese von 
der Form a + im oder a + (i + i)w ist, von einander unterschieden. 
Indessen wird der Ausdruck derselben weit einfacher, weil keine 
Rücksicht mehr genommen zu werden braucht auf die in den 
andern snmmirteu Reiben anzusetzenden Zahlen, welche sich aus 
den ausgeführten Snmmimngeu von selbst ergehen. Man hat dann 
1) für die Endgrenze x = a + i<o. 
ff(x)dx-e>{ 'f, (<j + •») + »' f. (a + i<o) + ffT (a + ia)\ 

■ " + rV|(« + H 

fdxff(x)dx=.u'{ "f„ (a H- i«.) + «, f(a + •'«)+/!, fi (o +io>)l 

+ YifZ (a + iot) j 

Jdxjdxjf(x)dx=»>{'"f t (» + <•») + «;'/', (a + m) + ß;f^(a+iM 



2) für die Endgrenze ar = a + (i-t-})». 
ff(x)ix— { % (o + (i + i) «) + « f; (<• + (< + 1) »)\ 
+ «".' (<• + (»+«») + >"f? («+(i+l)o)+ i 

/<** /«*)*»-«'{ y 4 (<• + (< + 1) <•>) + «; /j (« + (•■ + » »)f 

Jdxfdxff(x)dx-<*>{'"f, («+(< + 1) o>) + «,% (a + (i + i) »)l 
+ Wo(<» + (« + 4)<») + >"i/o"(<' + tf+i)«>) + ) 
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(15.) 
Setzt man in diesen letzten Ausdrucken *=0, so wird man 
die Werthe der oben angegebenen Constanten erhalten für 

1) s' - a 
bat man ans dem ersten Systeme 

{ 7j <«) + »'/}(») + 0V;" M + J-'/JM )-0 

oder weil 

(4) r i (»)-r.(«+i»)-ir('»)-c c -i/ c («) 

den Werth von C wie oben. 

Eben so wird für C die Gleichung 

Iß {"/o(«) + «i /■(») + AßW + liffW }-0 

oder weil "f a (o) = C , den Werth Ton C geben. 

Endlich für Cp hat man bei dem dritten Integrale 

{"'fj«+«i'/j <•>+«/£ W+ri/jM )-o 

oder weil 

"7 4 («)-"7o(« + 4«)-i'7i(«) 

und C;-"Y, (» + }«); C -"f»(<») 

{ c„" - 4 c; + «; y 4 (») + /j; /-j (») + ,; /y w ....}- o 

Da nun aber 

«;-o, /!;-— ft, und r; — 2r, 

ist, so wird, wenn man die früheren Werthe substituirt 

-JC; - + ä«if(«) + iAfi» +lfi/TW 

+ «/'jW- -A/JW 

trifW- -»n/TM 



i w = — fc n/j v 



Dabei ist 
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«(«)-ft(«+l«)-ft(«-i«0 
Cj («) - ifi (« + 4») + lft (« - 4») 

/7(»)-fiT(« + l")-/t>-i") 
ff («) - 4ft" (•+ 4») + 4/7 (« -4«) 

und die Gleichung wird 

(C) 0«"+{4«i««)-Afi(«-4«) 

-ln{«(»+i») + »/I(«-l")}-0 
und giebt damit den obigen Werth von Co- 
Aus dem zweiten Systeme bat man für 
2) a; = a + 4 w 
<z>) c,+{«ft(« + j») + |S/-;-(« + i») + ,rt(o + 4»)...}=o 

weil 

c^-r. (o+4») 

Bei der zweiten Integration wird 
"/j(« + 4»)-Cj + 4C i 

-Cj-4«ft(a + 4«)-4/!r:(o + 4»)-4r/'!(«+4») 
und damit soll die Gleichung stattfinden 
Cj-4«M« + i«)-i/»fi:(«+i")-4>'f «« + i») 

+«; /' i (o+4»)+« fj(«+4<»)+^; ffi(«+4») -o 

Es ist hier aber 

«;--«, i»; — sp, r;--5 r 

und 

ft(» + 4 »)-«« + <»)-««) 
/ , 1 (« + 4») = 4«« + ») + 4«o) 

so wie die analogen Werthe bei f'ö und fo- Setzt man diese 
Werthe zusammen, so wird 

(Ä)CJ-«fta+.)-?(J«(a+«)+ß;(o)}-yp/7(a + .)+2«'(B)}-0 
wie es der oben gegebene Werth verlangt. 
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Endlich findet wegen C£ — "%{<*+l») Ar die dritte Inte- 
gration die Gleichung statt 

C^ + *h %(fl + * •) + A ft (a + 4 «) + ri /";'(« + M = ° 
oder wegen '/ö(«4-i») = C, 

wie es die obige Angabe verlangt. 

Für den Anfang der verschiedenen Integrationen wird man 
die zu berechnenden Funktionen immer so wählen können, dafs 
bei berechneten f(a), /'(an-») etc. der Anfang entweder auf 
x' = a, oder = a + -Jw fallt und reicht dann mit diesen Formeln aus. 
Für die Endgrenze ist es mir am bequemsten vorgekommen, 
einige Werthe der Integrale für 

a + (i— l)a>, a + (i — i)w, a + iw, fl + (»' + {)u. a + (i+l)<a 
nach den hier gegebenen Ausdrücken zu berechnen und aus ihnen 
den Werth des Integrals für andere Grenzen, die nicht aofa+ii» 
nnd a + <» + £)« fallen, strenge zu interpoliren. Man kann ahn- 
lich auch bei dem Anfange verfahren, nur wird man bei den 
höheren Integrationen, auf den richtigen Beginn der sämmtlichen 
vorangehenden summirten Reihen zu sehen haben. 

(16.) 
Als Beispiel kann noch die Annahme 

f(x) = x*, 0—1, w- 1, 

behandelt werden. Es wird damit für 
1) x' = l 

'$m*— * **- \ 

$d« fda ff(x)dx = jL **- Vu *' + i* - A 
und für 
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2) x'-l,5 

fda J f(t) d, - ,V »•- »Jj x + ftf 

Zu dem Anfange der Reihen bei der mechanischen Quadratur 
bedarf man der Differenzen der ersten Wertiie von /"(«), A«+«)u.s.w. 
Diese sind 





Arg. 


Funkt 


f. 


n 


n 


f? 


fi 


a — w 








1 


2 


n 


24 


n 


a 


1 


1 


15 


14 


86 


24 





a + at 


2 


16 




60 




24 





Soll nun zaerst die Anfangsgrenzt: 
1) x' = l 
sein, so wird nach den in (14) gegebenen Werthen 

Co -tm + -h q («) - Ä. f| (•) + iHIt, f i w 

<* — Art«0-lhfi«l- i-j+Täähöto + i^ + är: («-*«)) 

und da hier 



/" («0-1 


/■;•(«) -14 ft<»-i»)-i 

/?(a)-24 /■„'(« -ja) -12 


fj(e>)-24 


/-„'(<. 4-1 «.) -36 


fj(«)~0 




so wird 


C,- + 0,8000 

Co 0,0373 

C„' 0,0274 


und die sammirten Reihen bilden sich so: 

Encke'a Abhandl I. 7 
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Arg- 


fa 


'A« + i«) 


VC«) 


"'«« + *.) 


. 


1 


1 


+ 0,800 


- 0,037 


- 0,027 


a+ta 


2 


16 


+ 16,800 


+ 0,763 


+ 0,736 


a + 2a 


3 


81 


+ 97,800 


+ 17,563 


+ 18,299 


rt + 3« 


4 


256 


+ 353,800 


+ 115,363 


+ 133,662 


rt H-4ft) 


5 


625 


+ 978,800 


+ 469,163 


+ 602,825 


a + bto 


6 


1296 




+ 1447,963 




etc. 








etc. 





angenommen, so sind die Werthe zu nehmen: 



Cj-Art«+»)-jrh<V;;(«+«H/'a«)) + sÄfo(S/7(« + »)+8fo'''> 


Cy J'/i(« + i») + T&J /■;<« + {»)-JlMfc./"ÖC« + l«) 


Da nun hier 




f^Ca + l«) -15 


f (o + .)-16 


ft> + 4»)-36 


fi («) - W 


«(« + »-0 


ß' (a + «) - 50 




fiT(«) - 24 




/7(o + <») - 24 


and wenn man den Werth von 


C, an die Stelle von 'f (a + ±o>) 


setzt 

C^ + TÜifolf + i- 


-rH&t-nC'-i-i«) 


so werden die Werthe 





- 0,5188 
^ 0,3757 
(-0,1025 
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und die snmmirten Reihen bilden sich für den Anfangswerth 

%' = 1,5 80: 





Arg. 


f(«) 


r.(«+4») 


"/»(») 


"'/!(« + i") 


a 


1 


1 


- 0,519 


+ 0,376 


+ 0,103 


« + w 


2 


16 


+ 15.481 


- 0,143 


- 0,040 


a + 2u 


3 


81 


+ 96,481 


+ 15,338 


+ 15,298 


a + 3» 


4 


256 


+ 353,481 


+ 111,819 


+ 127,117 


a + im 


5 


625 


+ 978,481 


+ 465,300 


+ 592,417 


a + 5(ö 


6 


1296 




+ 1443,781 




etc. 








etc. 





Aas beiden Tabellen werden sieh die richtigen Wertlie nach 
den Formeln I und II in (14) ergeben, die nach der Substitution 
der Zahlen werden: 
für 

1) x = a + iw 
jf{x)dx—a, {'/•,(« + !«) — -faf' (« + i») + ^f|'(« + ««) 

-iMhfJ (« + '") 

fdxjf(x)dx-m>^% (« + (.) + ■/, f(a +.») - jfc fi>+i») 

+ ff^S^ /T (« + *«>) 

fixJdxJf(x)dx-a>'("f,{a-Hm)+ s ^f',(in-iü,)— i JJ a fj (»+•«)■...} 

nnd fiir 

2) a!-» + (»+4)» 

Sf(*)d—mff,(t + (i+l).)+J,K(.t(i + )).) 
-jWofo'(»+(i+i)»)+sÄÄl>ft(« + ('+i>«) 

JdxJ*/"(x)da; = w B |"/ - , (a + (i +})(■») — A /"i ( ffl + (*+ J)<") 

+Tj*>/j(«+(»+i):«)--rÄ&»^(«+('+i)«) 

fdxfdx ff(x)dx= w 8 ("7 (a + (i + 4) w) — £ 7ö (o + (»' + i) m) 
+ r&»fi (« + (.'+»»)- nfVSrs/ö(«+i+lM 
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Cotes'ischen Integrations-Faktoren.*) 



Die Methode der mechanischen Quadratur, wie sie in dem 
Jahrbuche für 1862**) aus dem Taylor'schen Lehrsatze, oder 
früher aus der Lehre von der Interpolation abgeleitet wurde, ist 
für die Störungs-Rechnungen, bei denen die Resultate für eine 
längere Zeit hintereinander gefordert werden, und in denen stets 
neue für die folgenden Zeiten geltende Werthe sich an das frühere 
anschliefsen sollen, unstreitig die bequemste und vortheilhafteste. 
Indessen wird bei andern Aufgaben , wie z. B. in der Meteorologie, 
die Integration nicht immer in fortlaufendem Zusammenhange ver- 
langt, sondern auf bestimmte Zeitabschnitte beschränkt, so dafs 
nicht wie bei den Störungen die Anfangsgrenze allein fest ge- 
geben ist und die Endgrenze immer weiter und weiter hinansge- 
rückt wird, sondern beide Grenzen zunächst ganz bestimmt sind. 

') Anmerkung. Die hier von Encke nach Gaufa vorgetragene 
Newton-Co Wische Integrationamethode hat in Heine'a Handbuch der Kugel- 
fnnktionen Band II eine sehr eingehende und weiterführende Darstellung ge- 
funden. Siehe auch den Aufsatz des Herrn Christoffel im 55. Bande des 
Journals f. Mathematik. 

•*} Diese Ausgabe Band I pag. 61. 
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Bei fortgesetzten Untersuchungen kann dann allerdings die erste 
Endgrenze als neue Anfangsgrenze bei einem folgenden Integrale 
angesetzt, und so ein Ganzes für längere Zeitintervalle gebildet 
werden, zunächst aber werden doch nnr bestimmte Abschnitte in 
das Ange gefafst. In solchen Fällen ist es weit bequemer, die 
unmittelbar berechneten Differential-Quotienten zum Grunde zn 
legen und nicht die Differenzen derselben zn Hülfe zu rufen. Dieses 
führt auf die sogenannten Cotes'ischen Integrations-Coefficienten. 

Newton hat (wie Jacobi in Grelle Journ. I. p. 302 be- 
merkt) in den Principiis eine Methode angegeben, wie man durch 
eine Anzahl gegebener Punkte eine parabolische Curye legen*"*--, 
könne. Diese Aufgabe erscheint analytisch als Integrations-Pro- 
blem, aus mehreren Gliedern einer Reihe das allgemeine zu fin- 
den. Newton hat hiervon eine Anwendung auf die Quadraturen 
gemacht, und hat ferner von jenem Integrations-Problem und seiner 
Anwendung auf die Quadraturen in einer kleinen Schrift gehandelt, 
welche Methodus differentialis betitelt ist, und zuerst der Amster- 
damer Ausgabe seiner Principia vom Jahre 1723 nebst andern 
Abhandlungen angehängt gefunden wird. Hier räth er unter an- 
dern, zum Behuf der leichteren Berechnung der Integrale, für 
jede Zahl der berechneten Ordinaten, deren Intervalle er gleich 
grofs annimmt, Tafeln anzufertigen, von denen er auch selbst einen 
Anfang giebt, und die hernach Roger Cotes in seiner Harmonia 
menmrarum fortgesetzt hat. 

In den Göttinger Gommentarien (Comment. Götting. Recenüores 
Vol. III. Class. mathem. p. 39 sqq.) zeigt aber Gaufs, dafs man 
durch schickliche Wahl der Abscissen, für welche die Ordinaten 
berechnet werden, den Grad der Näherung auf das Doppelte 
treiben kann; und da diese Bestimmung unabhängig von der Natur 
der zu quadrirenden Curven geschieht, so ist es möglich, auch 
nach der so vervollkommneten Methode Tafeln zu verfertigen, von 
denen Gaufs eine Probe gegeben hat. Gaufs gelangt zu seinen 
Resultaten auf dem Wege einer schwierigen Induktion, die durch 
die sogenannte Kästn er'sche Methode, wenn etwas für die Zahl n 
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gilt, es auch für die Zahl n+1 zu erweisen, zur Allgemeinheit 
erhoben werden kann. Ein direkter Beweis war also sehr zu 
wünschen und die grofse Einfachheit nnd Eleganz der Ganfs- 
isehen Resultate liefs einen einfachen Weg vermuthen. Jacobi 
in Grelle Joura. I pag. 301 u. folg., fand einen solchen so ein- 
fachen, und man möchte sagen so direkt ans der Natur des Pro- 
blems abgeleiteten, dafs man ihn unstreitig als den wahren an- 
sehen mufs, 

Gaufs hatte wahrscheinlich gröfsere Hoffnungen auf diese Art 
der Integration gebant, als er später verwirklicht fand. Er be- 
schäftigte sich zu der Zeit, als ich unter ihm studirte, mit seiner 
Abhandlung, von der die einzelnen Bogen mir znr Abschrift mit- 
getheilt wurden, die ich noch als ein werthvolles Andenken be- 
wahre. Die Berechnung der Pallas -Störungen, die ebenfalls in 
dieser Zeit mit grofsem Eifer von ihm verfolgt wurde, mochte mit 
diesen Untersuchungen in enger Verbindung stehen. Später hat 
er, so viel mir bekannt, keinen Gebrauch davon gemacht, wovon 
der Grund nicht schwer nachzuweisen sein dürfte, und überhaupt 
möchte bei periodischen, gröfsere Zeiträume umfassenden Punktionen 
eine Anwendung dieser Methode höchst selten vorkommen. Nur 
bei der Berechnung des numerischen Wertlies eines einzelnen ganz 
bestimmten Integrals, dessen Ermittelung auf anderem Wege allzu 
beschwerlich ist, wird man eine zweckmäfsige Anwendung machen 
können, wie Gaufs es bei seiner Abhandlung in Bezug aui das 
Integral 

r dx 
J lg» 

von x = 100000 bis x = 200000 als Beispiel ausgeführt hat. 

Die schwierige Induktion, durch welche Gaufs zu seinem Re- 
sultate gelangt, zeigt sich auch in dem ersten Theile, worin er 
die rein Cotes'ischen Ausdrücke für solche Ordinalen entwickelt, 
welche gleichen Intervallen der Abscissen angehören, und beson- 
ders da, wo er die Grenze der Genauigkeit bestimmt, die bei jeder 
angenommenen Zahl von Abscissen zu erwarten ist, wobei sich 
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das auffallende Resultat ergiebt, dafs, wenngleich mit der ver- 
mehrten Anzahl der Ordinalen die Genauigkeit des erhaltenen 
Werthes immer zunimmt, doch es allgemein genommen immer vor- 
teilhafter ist, für die Anzahl der Intervalle zwischen den Abscissen 
eine gerade Zahl zu nehmen als eine ungerade. Denn die Ge- 
nauigkeit, womit man das Integral erhält, nimmt nur wenig zu, 
wenn man von einer geraden Anzahl der Intervalle zur nächst- 
folgenden ungeraden Anzahl übergeht; der Grad der Annäherung 
bleibt derselbe, nur der Coeffieient des Irrthums wird verringert; 
während bei dem Uebergange von einer ungeraden Anzahl von 
Intervallen zur nächstfolgenden geraden, der zu befürchtende Irr- 
thuni sogleich um zwei Ordnungen sinkt Diese Eigenschaft, die 
wahrscheinlich bei Gaufs der erste Anlafs gewesen ist, durch 
eine andere Vertheilung der Intervalle zu versuchen, die Genauig- 
keit auf das größtmöglichste Maafs zu treiben, ist allerdings von 
Gaufs, wie sich von selbst bei diesem Meister versteht, strenge 
erwiesen, gewährt aber nicht die Anschaulichkeit, die man bei dem 
an sich einfachen Satze wünschen möchte, sowie auch das Ver- 
hältnis der einzelnen Coefficienten bei der Entwickelung des 
^Fehlers nach einer Keine, welche nach ganzen Potenzen der Va- 
riabein fortgeht, bei Gaufs durch blofse Induktion gefunden und 
nachher erst erwiesen, meinem Gefühle nach etwas fremdartig er- 
scheint, was, sowie man den Jacobi'schen strengen Beweis auf 
diesen einfachen Fall der gleichen Intervalle anwendet, von selbst 
wegfällt Ich will deshalb hier den Beweis von Jacobi auf die 
Ermittelung des Fehlers, den man bei den von Cotes behandelten 
gleichen Intervallen im Integrale zu befürchten hat, anwenden. 
Das Integral 

jydx 

sei zwischen den Grenzen a; = bis x=l zu finden. Der ana- 
lytische Ausdruck der Funktion von x, welche hier als y aufge- 
führt wird, sei entweder unbekannt oder der Ausdruck y = f{x) zu 
unbequem und verwickelt, um damit die Integration auszuführen. 
Man kenne aber den numerischen Werth von y für n + 1 Punkte, 
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welche in der Hegel wenigstens zwischen nnd 1 liegen, so 

dafs für 

x =a y=m 

x = a i y = /fo) 

x^a 2 y = A« s ) 

den numerischen Werthen nach gegeben sind, so wird sich nach 
der Interpolationsformel von'Lagrange eine Form finden lassen, 
welche den einzigen hier bekannten Bedingungen genügt, dafs 
dem Werthe von x = a„ der Werth y = f(a a ) entspricht Diese 
Form, in welcher y in eine Eeihe nach den ganzen Potenzen von x 
entwickelt erscheint, wird wegen der n + 1 Werthe f(a), die Coef- 
fleienten der Reihe von x° bis x" strenge finden lassen, so dafs der 
Ausdruck von y in dieser Form ganz vollständig und genau wird, 
wenn die Reihenentwickelung von y nur bis zur «**» Potenz von x 
geht, oder innerhalb dieser Potenz aufhört. 

Bezeichnet man das Produkt 
(1) (x — a) (x — Oi) (x — a%)....(x~- a„) 

durch fpix), so wird sich die Lagrange'sche Interpolationsformel 
auch so ableiten lassen, dafs man den Bruch 

m 

(fix) 

in die partiellen Brüche auflöst, deren jeder einen der Faktoren 
x — a etc. bis x — a H zum Nenner hat. Da nach der Natur der 
Aufgabe hier keine gleichen Faktoren vorkommen können, so wird 
der Zähler jedes dieser partiellen Brüche nach den Vorschriften 
der Differentialrechnung geschrieben werden können: 

H"n) 

y'(«n) 

fUr den Nenner x — a„, wenn man unter «?'(«„) den Werth des 
ersten Differential-Coefficienten ff' (x) = — J—~ für den Werth x=a„ 
versteht. Es wird damit der Ausdruck 
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und folglich 



<2) VC*) 9>' («)(*-«) "V(Oi)(a:-Oi) ^ ' " " "" ^(aj(a»-aj 



#— a y' (o) (#-«,) y'(Oi)"" (x-a n ) V(«*) 
welches die Lagrange'sche Interpolationsformel ist Der Zahlen- 
coeffieient, mit dem jedes f(a m ) multiplicirt wird, wenn m eine von 
den Zahlen bis n ist, wird für den Werth a m von * nothwendig = 1, 
für jeden andern Werth aber = 0, weil 

g>(gj 



x — a m 
und folglich 
9<flJ 



— (a; — a)(x— afi (» — ««.-i) (x — a m+1 ) — (x — aj 

lieh 

= (a m -a)(a m -a 1 )....(a m -a m - 1 ){a m -a m+ {)....(a m -a n ) 



(x — a m ) 

oder = g>'(a ffl ) ist, für jeden der andern m Werthe aufser a m aber 
einen Faktor = enthält. 

Aus der Entwicklung der Gleichung (2), wenn man die rechte 
Seite unter einen gemeinschaftlichen Nenner bringt, geht aber 
hervor, dafs nur dann die Gleichung strenge richtig sein kann, 
wenn fix) eine Funktion von x ist, die in Bezug auf x mindestens 
um eine Ordnung niedriger ist als <p(ie). Die Lagrange'sche In- 
terpolationsformel wird strenge für f{x) nurgelten, wenn f{x) nicht 
über die « M Ordnung in Bezug auf x steigt, da <p{x) bis zur n + l* 8 " 
geht, eine Beschränkung, die eben so erhalten wird, wenn man die 
Lagrange'sche Interpolationsformel aus der Entwickelung ihrer 
einzelnen Glieder nach dem Taylor'schen Lehrsatze herleitet. 

Denkt man sich daher f(x) in eine Reihe nach steigenden Po- 
tenzen von x entwickelt und geht dabei über die « tB Potenz hinaus, 
oder nimmt man 

(4) f{x)= E+ K t x + K 2 x* . ... K n x" + K n+i x a+l + K n+3 x n+2 .... 
so wird die Gleichung (2) nur die Glieder bis zu x" geben können 
und der volle Ausdruck von y wird erst erhalten, wenn die höheren 
Potenzen besonders hinzugefügt werden- Dividirt man deshalb f{x) 
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durch y (x), so dafs man die ganze rationale Funktion von x, welche 

ta ßs 

bleibenden unechten Bruch hinzu, so ist die strenge Form von y 
vollständig 

wo V eine ganze rationale Funktion von x ist, welche aas den in y 
enthaltenen Ghedern von x a+1 an entstanden ist. Der erste Theil 
V<p{x) wird in allen den Fällen, in welchen man einen der Werthe 
# = « bis zu x = a H numerisch substituirt, mit <p{x) selbst = 0, und 
die Lagrange'scne Interpolationsformel giebt, auch wenn die 
Entwickelung von y über die-n 18 Potenz hinausgeht, immer our 
den Werth der aus 

y = V 

allein folgen würde. Der Fehler der Lagrange'schen Inter- 
polationsformel und überhaupt aller Interpolationen, welche von 
einer nach steigenden ganzen Potenzen der Variabeln geordneten 
Form der Entwickelung ausgehen, ist folglich 

= Vf(x) 

und er tritt in allen den Fällen ein, in welchen ein Werth von x 

angewandt wird, der nicht zu den n + 1 Werthen a bis «„ gehört. 

Einen bequemen analytischen Ausdruck , der zugleich eine 

leichte Uebersicht für die Schätzung des Fehlers gewährt, erhält 

man, wenn man — — . in eine Reihe nach fallenden ganzen Potenzen 
9\ x ) 

von x entwickelt. Es sei 



(5) 



J_-i--. & | & 

^+1 ■*" x» + 2 ~*~ n + 3 



.m 



nur die Glieder, welche ganze positive Potenzen von x, die Null 

mit eingeschlossen, enthalten, so werden diese die GröTse V gehen. 
Nach der obigen Form der Entwickelung von fix) 
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f(x) = K+ Ki x + K a x* . . . . + K B s» + Ä„ +1 x n+1 .... 

wird folglich in —-. 

V=K B + 1 + {x + q l )K n+ < i 

+ (x 2 + q l x + q 2 )K„+ B 

+ (*" + 3i x 2 + «3 » + 3 a ) ir„ +4 

Der Fehler der Lagrange'schen Interpolationsformel wird des- 
halb bei der Entwickelung nach ganzen steigenden Potenzen von x 
PpC*)- K„ + l(f (x) 

+ (x + q 1 )y(x)K n+2 

+ (x a + q l x+ ä a ) tp(x)K„ +3 

-h (x* + qi x 2 + q 3 x + q 3 ) <p(x) K„+4 + 

Bei der Anwendung auf das Integral jydx, wenn man die 

Lagrange'sche Formel als den allgemeinen Ausdruck von y an- 
sieht, wird man deshalb den Fehler 

JV<p(x)dx 
begehen und dieser sich aus den Integralen 

ftf>{x)dx, fx<p(x)dx, Jx 2 <p{x)dx etc. 

zusammensetzen und berechnen lassen. Diese Betrachtungen 
gelten ganz allgemein für jede Annahme, welche man bei der An- 
ordnung der "Werthe a 04 a 2 .... für * hat eintreten lassen. 

Betrachtet man zuerst den Fall, der bei den Cotes'ischen 
Formeln stattfindet, dafs die Werthe von a den Anfangswerth und 
den Endwerth von und 1, und aufserdem die in gleichen Inter- 
vallen zwischen beiden Grenzen 'liegenden Werthe begreifen, oder 
dafs 

1 2 n-l 

a — v,a,= — , a« = — a~ _ 1 = , a H = 1 

1 n n » 

wenn n die Anzahl der Intervalle ist, so kann man durch die 
Sätze über die Summen der Potenzen der Wurzeln einer algebrai- 
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sehen Gleichung, die Entwickelung von <p{x) durch die Zahl n aas- 
drücken. Es sind nämlich die Werthe von a, die hier angenommen 
werden, die "Wurzeln der Gleichung ip(x) = 0. Wäre also 

X=x m +p t x m ~ l + p 3 x"~ s = 

so hat man durch Differentiation 

d\gX __ in«"' 1 + (m — 1) pi x n ~ 2 + (»t — 2)j> 3 x"~ 3 .... 
«** ~ x m +p l x™' 1 + p^x™'* . . . . 

1 1 1 



und wenn man die partiellen Bräche in Reihen entwickelt 

^lg-^ 1 o ■> m * . 

— £ — = x~ l + a x~ 2 + a 2 x~* + a s x~* 

ax 

4- x~~ l + a-i x~ z ■+■ a, a x~* + a,' x~-* 

+ ar-i + «2 a; -3 + a,' ar» + a,* ar-* 

etc. etc. 

oder wenn man die Summen der Potenzen sämmtlicher Wurzeln 
je nach dem Grade der Potenz, zu welcher jede Wurzel erhoben 
ist, mit j*(l), j"(2), j-(3), etc. bezeichnet 

dx 



= ma; 



r/(l)»- B + /C2)af-»+/C8)a 



Multiplicirt man sowohl die erste Form von f als auch 

diese letzte mit X und entwickelt das Produkt in die wirklichen 
Reihen nach x, so giebt die Vergleichung der Coefficienten der- 
selben Potenz die Gleichungen 
m = m 
(m—i)pi=/{l) + mp l 
(m-2)p 2 =/(2)+p 1 /(l) + mp i etc. 

oder einfacher 

AD+ft-0 

/(2)+i>i/(l) + 2 iJä = 
/(3)+ft/(2)+ft/(l)Sp 8 -0 etc. 
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Liegen die sammtlichen Wurzeln in gleichen Intervallen zwi- 
schen und 1, bo hängen die J(l), J"(2), J"(3) von den Summen 
der Potenzen der natürlichen Zahlen ab, für welche man hei den 
Werthen 

0,±,± »=1,1 

n M n 

die Ausdrücke hat 

Ai)-l(» + l) 

(n + 1) (2m- 1) 



/(2)- 



6» 



■"- ' 4» 

(n+l)(8»H-l)(8<i' + 8n+l) 
./W 3Ö5 etc. 

so data man erhält 
X=y(a:)-:c" + 1 - i (n + 1) 3? 

(ti — 1) (n + 1) (3n + 2) ._, 
24« 

(n-2)(n-l)(n + l) s .-, 

4SS X 

(n-3)(n-2)(n- !)(»+!) {l5n'(« + l)-ä(5 m-4)} ■_ 
+ 5?60n» 



Noch einfacher leitet man aber ans — auf dieselbe Weise, 

wenn man die oben angenommene Form der Entwickelung von —r-r 
beibehält, die Gleichungen ab: 

/(2) + «i/i-ä4i 

/(9) + s,/(2) + S,/(l)-3si, 

/(4) + Si/(S) + 1,/W + }•/(!) - *ä« etc. 
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woraus man sogleich erhält 

_l_ 1_ 1 

•(*)" a? +l + * ( " + 1J ^+»- 

(n + 2)(»+l)(3»+l) _1 
24« af + ' 

, (n + 3)(n + 2)(«+l) a 



48« ;c" + * 

^ (w+4)(n+3)(n+2)(n+ l ){l5«(n+l) i '-2(5«+l)} 1 

5760»" x»-^ 5 

etc. 
Man bat demnach bei n gleichen Intervallen der Abscissen 
zwischen nnd 1 die Werthe 

a (n-*-2)(«+l)(3n + l) 

qi 24« 

ffll a - (« + 3)(« + 2)(n + l) 8 

v ' m 48« 

q. - («± j) (« + 3) (n + 2) (n + 1) |l5» (n + l) 3 - 2 (5»+ 1)} 
5760« s 
und der Fehler des Wertbes, welchen die Ootes'ischen Integra- 
tion sformeln geben, wird bei dem Integrale jydx, nach dem oben 
angeführten Werthe von V<p{x) 

[K»+i + Q l K m +% + q,Ki +».... }fq>(x)äx 

+ {-ff"f.+a + ?i-K B +8 + g a Ä„+4 )Jxtp(x)dx 

+ {K n+ s-hq l K* +i )Jx i ip{x)dx etc. 

Bei der symmetrischen Vertheiluug der Werthe von x = bis 
x=\, fällt es von selbst in die Ängen, dafs die Ausdrücke ein- 
facher werden, wenn man den Anfangspunkt in die Mitte zwischen 
beide Grenzen verlegt. Führt man deshalb als neue Variable die 
Q-röfse w ein, so dafs 
(7) x = w + i 
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so werden die Grenzen für w sich verwandeln in — 1 und +± 
und das Integral 

fy dx wird fy dw 
6 -i 

die Punktion f{x) wird übergehen in 

, w={ „ +4) („ + t?) (.+•£)...(„_£) (-^V» 

und es wird damit 

1) für n = einer geraden Zahl 



4«' y \ 4n' /""r in'] 



(8) v(«)-(v a -i)^« > 
oder eine ungerade Funktion von w, und 

2) für n = einer ungeraden Zahl 

(9) ,(■) -<«■-» («■ - ^|2) (»> - - ( "j^ s 4) -) .... («•- j^,) 

oder einer geraden Funktion von w. 

Führt man hier ebenfalls die Summen der Potenzen der na- 
türlichen Zahlen ein, so erhält man 



<p(w)=w° + 1 - 



(« + !)(»+ 2 



24« 

(10) (w-8)(«-l)(«+ l )(n + 8)(6n + 18) „_ 9 

"*" 5760m 8 

Hauptsächlich kommt indessen hier in Betracht, dafs bei dem In- 
tegral nach w, die Grenzen — i und + i, an Gröfse einander gleich 
nnd nur im Zeichen verschieden sind. Es folgt daraus, dafs 



■ +1 

ftp(x)dx=ftp{w)d 
6 -l 



jedesmal =0 wird, wenn <p(w>) eine ungerade Funktion von w ist, 
also wenn n eine gerade Zahl, und eben so werden die andern 
Integrale 

-M +? 

/ w- ifiw) du:, iv:'- tf-(w) dir 
-1 -! 
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in diesem Falle ebenfalls gleich Null, so daTs die Glieder in dem 
Ausdrucke des Fehlers des ganzen Integrals, welche von solchen 
Ausdrucken abhängen, ebenfalls gleich Nall werden, während die 
Integrale 

+ i +i 

fw(p(w)dw, fw 3 tp(w)dw etc. 

-i -i 

einen endlichen Werth behalten. Der entgegengesetzte Fall tritt 

ein, wenn n eine ungerade Zahl, also rp(w) eine gerade Funktion 

+ 1 
nnd fq>(io)dw eine ungerade Funktion von w wird. Jedes Integral, 

-i 

in welchem <p(w) mit einer geraden Potenz von w, die Null mit ein- 
gerechnet, multiplicirt unter dem Integralzeichen vorkommt, wird 
für n gerade = Null und die davon abhängigen Glieder des Fehlers 
der Cotes'iachen Integration verschwinden, während die andern 
Glieder bleiben. Dagegen verschwinden bei n ungerade die Inte- 
grale, die unter dem Integralzeichen das Produkt einer ungeraden 
Potenz von w mit q>{vj) enthalten, und nur die andern Glieder in 
dem Ausdrucke des Fehlers der Cotes'ischen Formeln bleiben. 
Hieraus folgen in Verbindung mit den Werthen von q, die 
oben angegeben sind, die Sätze, welche Gaufs aus der Induktion 
gefunden hat. Er bemerkt nämlich, nachdem er das Verzeichnifs 
der Cotes'ischen Werthe und der bei ihnen zu befürchtenden 
Fehler gegeben hat, dafs, wenn man den zu befürchtenden Fehler 
durch 

K E„ + fc„ +1 K n + 1 + k n+2 K n+2 . . . 

bezeichnet, überall bei n gerade k n+l = und aufserdem 

n + 3 
^»43 = — g — kn+i gründen wird, bei n ungerade aber 

ft„+2 = — s — &n-Mi nnd beweist es aus dem Ausdrucke des 

Fehlers und der Entwicklung nach einer andern Variabein, die 
mit dem hier eingeführten w übereinkommt. 

Am einfachsten erhält man diese Sätze, wenn man den Fehler 
der Lagrange'schen Interpolationsformel wegen der Vernach- 
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lässigung der höheren Potenzen die über die « M hinausgehen, das 
oben angeführte V<p(x), auf die Variable w bringt; der obige Aus- 
druck war 

V(p{x) = K n + 1 <p(x) 

+ (x + q l )K* +a q>(x) 
+ (x 2 + q 1 x + q 1 )K n+i ^ (x) 
etc. 
Führt man hier statt 9* (2) die Funktion y>(w) ein, und statt x.,..w+\, 
snbstituirt auch die Werthe 



(w+8)(» + l)(3n-H) 
24 n 



fli-4(*»+l) 6- 
so wird man die Form erhalten 
■wr , > lir « + 2 ^ (n + 2)(3n 2 + 10n-+-l) ^ i . , 

Der Fehler der Cotes'ischen Integration ist aber 

fVtf(x)dx 
oder nach dem eben gegebeneu Ausdrucke von <p(x) und vj 

fVy(w)dw 

-i 

Hieraus ergieht eich sogleich, dafs 

1) für n gerade 
wo also 

+ i +1 

/g>(w) dw = /m> 2 jp(w) dw = 

-1 -1 

der Ausdruck des Fehlers ist 

+ i 
= (£ B+a + i(K + 3)Ä B + 8 ....) fwy(tu)dw 

und k„ + 1 immer gleich Null ist. 

Encke'i AbhandL I. g 
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2) Für n ungerade 

+ i 

werden wegen fw <p (w) dw = 

die ersten Glieder des Fehlers 

+ 1 
~i 

Es sind deshalb, ganz wie Qaufs es gefunden und bewiesen 
hat, bei der Form des Fehlers 

K + l £» + 1-+- K + 2 K* + 2 + K + i £-4-8 ■ ■ ■ • 

die ersten zwei Glieder 

1) bei n gerade 
jw y(w) dw • Kn +2 + i (" + 3) /w sp(w) dw ■ Zn+a ■ • • ■ 

-J -i 

2) bei n ungerade 

+i +i 

-i -1 

oder im ersten Falle fen+s"^s(» + 3)fc n+2 

im zweiten ft B+8 = i(n + 2)t„+i 

Cotes hat den Ausdruck der Integration -Coefflcienten bis 
zu n=10 berechnet, und Gaufs in seiner Abhandlung eben so 
weit die Coefflcienten bei der Entwicklung des Fehlers bis ä^ + 2 
und fc„ + s für n gerade, und k n + 1 und fc„ +i für« ungerade hinzu- 
gefügt. Durch den obigen Ausdruck von f« 1 kann man die Werthe 
dieser letzten Coefflcienten allgemein als .Funktion von n geben 
bis zu « = 4, da tp(x) und ip(w) bis zu w n ~ i entwickelt sind. Die 
allgemeine Form wird bei der weiteren Fortsetzung immer weit- 
läufiger, so dafs bei dem geringen Interesse, welches sie hat, eine 
weitere Eutwickelung unnöthig sein würde. Denn da 
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„(«0-«f""--i ^ •- w 

, (tt - 2) (n-l)(n + i)(n + 2) (5« + 12) ._, 
+ 5760»> ' 

1 _ 1 t (n + 2)(n + l) 1 
y(w) = «,"+> 24n w n+s 

(n + 4)(n+3)(n + 2)(» + l)(5ti~2) 1 
+ 5760»" i»" +s 

so wird für n ungerade 
+ 1 
ip(w)dw 



'(n + 2) 24» ! 

(n-l)(m-l)(« + 2)(5n-l-12) 



und für n gerade 

+ 1 

r , , , 1 1 (n + 2) 1 

J *^ ' (n + 3) 2" +s 24» 2" 

-» 

(n-2)(n + l)(« + 8)(6»-H2) 1 
+ 5760»» 2""' 

Hau erhalt damit für 

» — 1 fta — — |, ft a — — ^ 

»-2 1,-0 i, T i„ k, = -,', 

»-3 4, it». *■ .** 

tl-4lt,-0 *, ,„1,1 k>--rf» 

für n— 5 wird man für yw den Ausdruck haben 

(»'-TÄX^-tSuX»'— riu) 
oder o> (>«)-•«* -iWt'c' + tjMb «i'-mj,,,,. 

und also für yV ( w ) ^ w den Ausdruck 

»(w) iw - 1 »' - yj, «* + rfjgo w* - lo-Jtu «i 

Für die Grenzen — i und + i werden diese vier Glieder 
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_ 1 1 7 1 259 1 9 

f ' 2° 100 2* 30000 2 a ~ 40000 
von denen die drei ersten in der obigen allgemeinen Form ent- 
halten sind, dos vierte eine Entwickelung von y(w) bis zu u>"~ 5 
erfordert haben wurde. Die ganze Summe giebt für » = 5 
&e = — 33V05 ißd damit k, = — tb Vtjb- 
In ganz ähnlicher Weise wird man blofs durch wirkliche Ent- 
wickelung von <jp(ii>) nach den Zahlenwerthen die Fehler-Coefficienten 
bis zu n— 10 ohne allzu grofse Muhe gleich finden können. Alle 
ohne Ausnahme haben das Vorzeichen Minus. Die Tafel der 
Cotesi'schen Integrations-Faktoren, nebst den dazu gehörigen 
Fehler-Coefficienten, erlaube ich mir hier nach G-aufs vollständig 
herzusetzen, da sie selten so gefunden wird. Die Berechnung der 

Integrations-Faktoren, die mit R, R', R" Ä<"> bezeichnet 

werden mögen, so dafs 

11) £y dx = Rf(a) + fi'ftoi) 4- fi"/H) .... BWfta»), 

wird sich, wie es auch bei Gaufs angegeben wird, am einfachsten 

q>(x) 1 2 

machen, wenn man ~ 2 - für alle Zahlen 0, — , — .... 1 

' x — a m n n 

gleich m gesetzt, wirklich durch Multiplikation entwickelt und 
numerisch integrirt. Sei 

Jx — a m 

und der numerische Werth von für x = a„, der am leich- 
te— a m 

testen aus dem Produkt 

(« m — 0) {a n — fli) («« — Oa) . ■ . . (a m — a m _i) (a„ — a m+1 ) ...,(a„ — a„) 

gefunden wird, oder was dasselbe ist 

so wird J?<"*> = -jp-. Auch kann der einfacheren Bezeichnung 
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wegen immer der Werth der Integrations-Faktoren, die symmetrisch 

gleich weit vom Anfang oder Ende liegen, zusammen angegeben 

werden, da bei den Annahmen für die Intervalle nach Cotes immer 

#*) = .#*-*> 

sein mnfs, was Gaufs durch Einführung einer dem w analogen 
neuen Variabein beweist. 

Tafel der Cotes'ischen Integrations-Faktoren 
and der Fehler-Coefficienten des Integrals nach Ganfs. 



B — R' = i 

«a = — i *fc ~ — t' 

K = 2 

S = £" = l £' = $ 

fc 8 =0 i t = — ^5, J^=-— &. 
n-3 
B = R u ' = i, £'=£" = £ 

n = 4 

«s = A B = — äws, *7 == -— rs¥' 
« = 5 

B-ir-tf,, E'-ir-u, R"-B'"=#, 

n = 6 

*=*"-= Ab *— JC— Ai *"- fi "->lo. *"' 

»-7 
B-B'n-fHJ,, B' = R™ = fffjz, B"-B , — ^ s 
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»-8 
S_ü™.. i |!j 1 . i S'-B"'-fWi, B"-X" rlff,. 

4,-0 \, n,!l„ „ k, iriftii- 

n-9 
ff "*"-¥%&. *'-*"™-SJiW. *"--8" , -Hi5. 

*» — .„»!..„ *n — ,,.)i;,.. . 

n-10 
ü - R T - ärVrVi, £'-«=- rWlVi. #' - *"" - - tWiVU 

S™ - fi™ - fTfVfV fi"-fi™ Jiji, ü' = Hiji 

i u _0 t u — „.AV.V.o.0 . *a-- ,i.8»B. t.- 
Ware hiernach das Integral 

*-/•£ 

oder der hyperbolische Logarithmus von f zu finden, so würde es 
auf die Form gebracht werden 



r_dx_ 
JW+i 



und für y den Werth y — „ geben. Es wäre folglich für 
n-\ 

-0,11805 

»-2 

A»)-i, /■(%)- A, /•(«.) -i- 

- 0,11778 322 
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n-3 
««)-*, ««.)-*. ft«H)-Ä. «".)-*• 

-0,11778 3119 

n — 4 

fl«) - i. ««.) - A. «<•>) - A. ««.) - A. «■>.) - 1- 
x- fttfftk 
-0,11778 80357 73 . . . . ~| 

Die Entwickelang von f(x) wird 

n ^ 1 1 1 1 , J_ i 

' w- "8+F~~l s^+s«* 8' "■' 
Es wird folglich der Fehler des Integrals wegen K* — (—1)" +1 

flm-1.... S"W + 'l' ~h O. 0002645 

"" 2 — m-W + ^-8<— 0,00000 01758 
»" 3 — 27ö-8»- + 108^— O' 0000000777 

"" 4 --M8^ + 768T-- - 0000000000998 

Diese Fehler stimmen, so weit die Vernachlässigung der 
späteren Glieder es gestattet, vollkommen mit dem wahren Werthe 
0,11778 30356 5638 und zeigen auch, wie sehr viel gröfser die 
erlangte Genauigkeit ist bei dem Uebergange von einem ungeraden n 
zn dem nächstfolgenden geraden, als bei dem Uebergange von 
einem geraden n zu dem nächstfolgenden ungeraden. 

Sind demnach die Werthe der a ihrer Vertheilung nach ge- 
geben, wie es bei Cotes der Fall ist, so wird man zuerst aus 

1 

damit V und endlich den Fehler des Integrals erhalten. Er hat 
immer denselben Werth 
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/S=jV<p(x)dx 

wenn man ihn mit Jacobi durch A bezeichnet. Da er sich aber 
zusammensetzt ans den Integralen 

fxif(x)dx, fx a ip(x)dx etc. fx"tp(x)dx 
so kann man auch die Aufgabe umkehren, und von einer Gleichung 

g>(x)=0 
ausgehen. Hat diese Gleichung lauter reelle positive Wnrzeln 
an der Zahl n + 1, so kann man diese für die Werthe der Ab- 
scissen annehmen und mit den so erhaltenen a die Operation des 
Integrirens vornehmen. So wie in dem früheren Falle die Bildung 
von fix) die lästigste Operation ist, so ist es in dem zweiten Falle 
die Ableitung der Wurzeln der Gleichung, oder die Bestimmung 
■ der a. Dabei aber gewährt der zweite Fall den grofsen Tortheil, 
dafs mau es in seiner Gewalt hat, so viele jx<* tp(x) dx successive 
von jtf (x)dx an gleich Null zu machen als die Aufgabe gestattet, 
und damit eine Anzahl der Coefficienten des Ausdrucks von A 
von t,+i an zu vernichten. Dieses ist durch die nene Methode 
von Gaufs geschehen und die schwierige Induktion, die ihn 
darauf geführt hat, durch den Jacobi'schen directen Beweis so 
concis abgeleitet worden, dafs nur noch der Gang, den dieser 
dabei genommen hat, kurz angedeutet werden möge. 

Die Integrale, die hier verschwinden sollen, haben die Grenzen 
und 1, und es müssen, um die auf einander folgenden Glieder der 
Entwicklung von A aufzuheben oder zu vernichten, und folglich 
die größtmöglichste Genauigkeit des Integrals Jydx zu erreichen, 
die Integrale 

ftp(x)dx, fxtp(x) dx, fx 2 tp{x) dx . . . . fx» tp(x)dx 

Null werden. Da tp{x) eine Funktion von der (« + l) Mn Ordnung 
von x ist, so ist es unmöglich, weiter zu gehen and noch mehr als 
diese n + l Integrale verschwinden zu machen, weil ihre Zahl 
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gleich der Anzahl der Wurzeln der Gleichung ist, über welche 
allein man verfügen kann. 

Jacobi zeigt zuerst durch eine einfache Reduktionsformel, 
dafs die Verschwindnng der n+1 Integrale ftp(x)dx bis/V* y{x)dx 
auch bedingt, dafs die (n+1) Integrale /y {x)dx\äsf H+x <f{x) dx" +1 
zwischen denselben Grenzen genommen verschwinden müssen und 
umgekehrt. Sind die Grenzen wie hier und 1, d. h.: bestimmt 
man das Integral so, dafs, wenn es für x = verschwindet, es 
auch für x=\ verschwinden soll, so kann man die Aufgabe, die 
hier vorliegt, auch so fassen: 

Man soll eine Funktion n(x) finden , die für x = und für 
x=i zugleich mit ihrem l Wn , 2 Mn , 3**° bis n Ua Differentiale ver- 
schwindet Dieses fordert wieder, dafs Jl(x) die Faktoren x n+l 
und (x — 1)™ + 1 habe und umgekehrt; jede Funktion, die den Faktor 
x a + l (x—l) n + 1 hat und aufserdem nur constante Faktoren, er- 
füllt diese Bedingungen. Da nun 

tp (x) - (* — o) (jt — ad (x — «j) (x — a„) 

also eine ganze rationale Funktion von der (n + l) Wn Ordnung ist, 
so ist n(x)=f n+1 (p(x)dx" +1 schon an sieh von der (2« + 2) tBn 
Ordnung. Bildet man deshalb 

d* + v x{x n + l {x~\T + l ) 
dx* + 1 

und dividirt mit dem constanten Faktor, der sich bei der Differen- 
tiation entwickelt, so erhält man 

f(x)-x~ -- 2n + 2 ^ + T.2-(2n + 2)(2n+l) x 



(m-l)'n'(n-l)' 



-X— 



l-2-3-(2n + 2)(2»i + l)(2n) 

4-, „.+■_ f+B »(—D (»-»■■■•» _ 

(- 1 ) (2n + 2)(2n+l)(2n)....(» + 2) 

Die Wurzeln der Gleichung, wenn dieses so bestimmte tp (x) = 
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gesetzt wird, geben die Gröfsen a bis a„ und da die Wurzeln der 
Gleichung n(x) — alle reell und n + 1 von ihnen =0, die » + 1 
andern =1 sind, so folgt aus der Lehre von den Gleichungen, 
daTs die a bis a„ sämmtlich alle reell sind und zwischen und 1 
liegen. 

Zuletzt bestimmt Jacobi auch den Ausdruck des Fehlers 
und findet die Form für denselben, den er nicht blofs anf sein 
erstes Glied beschränkt, ganz so wie bei Ganfs, nämlich für da» 
erste Glied: 

1 2 8 .... (w + 1) 



«+» V (n + 2)(n + 3)(» + 4).... (2n+2) / 2n + 3 
Es kann hier noch bemerkt werden, daTs hier wie bei Ganfs 
die Zahl w die Anzahl der Intervalle bedeutet, während bei Ja- 
cobi n die Anzahl der Abscissen ist. 

Auch hier erlanbe ich mir nach Ganfs dieWertne der a und 
der R, die wie bei den Cotes'isehen Werthen symmetrisch in Be- 
zug auf den Anfang und das Ende vertheilt sind, bis auf 10 De- 
cimalen herzusetzen, um alle Zahlenwerthe beisammen zu haben. 

Tafel der Vertheilung der Abscissen-Werthe und der 

Integrations-Faktoren bei der Gaufs'ischen 

Integration von 

fydx 

n = Ö 
« = 0,5 
Ä = l 

% = TS 

M=l 

a = 0,2113248654 
Oy =0,7886751346 
R = R' = £ 
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»-2 
«-0,1127016654 
«' = 0,5 
«"- 0,8872983346 

B'-t 

)i_3 

o - 0,0694318442 
n'-O,33O0O94782 
«."-0,6699906218 
«'" - 0,9305681558 
E- R'" -0,1739274226 
ft' _ R" _ 0,3260725774 

^B ™ «Hfl 

n = 4 
«-0,0469100770 
(•'-0,2307653449 
a" - 0,5 

o'" -0,7662346551 
a" — 0,9530899230 
B-R"- 0,1184634425 
B'-fi» -0,2393143352 
E'" _ 0,2844444444 - «, 

n — 5 
«-0,0337652429 
a' - 0,1693953068 
«"-0,3806904070 
«"'-0,6193095930 
a" - 0,8306046932 
«'=0,9662347571 
B_B' -0,0856622462 
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124 Uebec die Cotcs'ischen Integrationa-Faktoren. 

R> _ fi" - 0,1803807865 
R" = R"> _ 0,2339569673 

*I2 = TTT030F5 

» = 6 

a - 0,0254460438 

a'- 0,1292344072 

«"=0,2970774243 

«"■-0,5 

a ,v = 0,7029225757 

« T = 0,8707655928 
a vl = 0,9745539562 

Ä = ß T ' = 0,0647424831 

Ä' = fi' =0,1398526957 
Ä» - S" = 0,1909150253 
5'" = 0,2089795918 - JW Z 

*H = TTBBf53BÜ 

Man siebt hieraus, dafs 3 Abscissen bei Gaufs dieselbe Ge- 
nauigkeit geben wie 5 bei Cotes, sowie 6 Abscissen bei Gaufs 
noch genauere Resultate geben wie 11 bei Ootes; auch fallt bei 
Gaufs der unterschied zwischen der Genauigkeit bei geraderund 
uugerader Zahl der Intervalle ganz weg. In den ersten fünf 
Jahren der neuen Berliner Sternwarte beobachtete mein damaliger 
Gehülfe, der jetzige Direktor der Breslauer Sternwarte, Herr 
Prof. Galle, dreimal täglich den Barometerstand und Thermo- 
meterstand zu den Zeiten, welche um den neunten Theil des 
ganzen Tagebogens später als Sonnenaufgang und früher als 
Sonnenuntergang fielen und zur Zeit des nahen Mittags. Er er- 
reichte dadurch dieselbe Genauigkeit, als wenn er fünfmal täglich 
in gleichen Zeitintervallen die Beobachtungen angestellt hätte, wie 
es in der That auch die Erfahrung bei der Herleitung des mittlem 
Thermo- und Barometerstandes aus seinen Beobachtungen, ver- 
glichen mit denen einer längeren Reihe von Jahren, bestätigt hat. 
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Allgemeine 

Auflösung der numerischen Gleichungen. 



Der Lösung; des Problems, welches Lagrange so ausdrückt: 

Etant donnie une equation mtmtrigue sans aucune notion de la 
grandeur ni de la nature de ses racines, m trouver les valeurs 
mtmMgues, exactes s'il est posstbU, ou aussi approchees qtt'on 
voudra, 
ist durch Hrn. Prof. Gräffe in Zürich eine neue Seite abgewonnen 
worden. In seiner Schrift: Die Auflösung der höheren nume- 
rischen Gleichungen als Beantwortung einer vonderKgl. 
Akademie der "Wissenschaften zu Berlin aufgestellten 
Preisfrage, Zürich 1837, zeigt er, dafs, wenn man aus einer 
gegebenen Gleichung eine andere ableitet, deren Wurzeln sehr 
hohe Potenzen der Wurzeln der gegebenen Gleichung sind, aus 
den Coefficienten der letzten Gleichung die reellen Wurzeln und 
die Moduln der imaginären sich sämtlich ergehen. Er zeigt auch 
den einfachsten Weg, zu solchen sehr hohen Potenzen der Wurzeln 
zu gelangen. Diese Sätze sind in den folgenden Blättern zu- 
sammengestellt, und mit dem vervollständigt, was sie noch für die 
gänzliche Lösung des Problems vermissen Hefsen. Nämlich mit 
der Ermittelung der imaginären Wurzeln selbst auf einfachem und 
strengem Wege, mit einer Erleichterung des Verfahrens bei Wurzeln, 
die nahe zusammenliegen, und auch bei sehr hohen Potenzen sich 
nicht entscheidend genug trennen würden, und mit den Methoden 
die Werthe so weit der Wahrheit näher zu bringen, als man immer 
wünschen mag. 
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Die so auf Hrn. Prot Gräffe's neuem Wege sich ergebende 
Auflösung empfiehlt sieh in sehr hohem Grade durch ihre Allge- 
meinheit, Strenge und Kürze. Sie ist in so fern direct, als sie 
keine Versuche irgend welcher Art nötkig macht. Sie ist auf alle 
noch so hohen Grade der Gleichungen anwendbar, führt nie auf 
Gleichungen höheren Grades als die gegebene ist, und verlangt 
bei ihrem stets unverändert bleibenden Verfahren nie unausführ- 
bare Rechnungen. Die Natur der Wurzeln, die Anzahl der ima- 
ginären, legt ihr durchaus kein Hindernifs in den Weg, sie giebt 
immer bestimmte Resultate, Über deren Richtigkeit die einfachste 
Substitution entscheiden läfst. Sie setzt durchaus gar keine Kennt- 
nil's von der Natur der Wurzeln voraus, sowie sie Oberhaupt aus 
den einfachsten Eigenschaften der Gleichungen sich herleiten läfst. 
Für die Kürze derselben spricht endlich der umstand, dafs die 
Bestimmung der sämtlichen Wurzeln einer Gleichung vom 7 ten 
Grade bei sechs imaginären Wurzeln, so weit der Wahrheit ge- 
nähert als Logarithmen von 7 Decimalen es erlauben, in etwa zwei 
bis drei Stunden gänzlich vollendet sein wird. 



Die Auflösung der Gleichungen kommt bekanntlich darauf 
hinaus: die linearen Faktoren zu finden, aus deren Multiplication 
mit einander die Funktion einer Variabein entstanden ist, welche 
für gewisse Werthe dieser Variabein verschwinden solL Etwas 
abweichend von dem gewöhnlichen Sprachgebrauch, werde ich die 
bekannte Gröfse in einem solchen linearen Faktor, die "Wurzel der 
Gleichung nennen, so dafs wenn ein Faktor einer Funktion von x 
durch x + a bezeichnet wird, o künftig die Wurzel der Gleichung 
keifst, welche entsteht, wenn man die Funktion gleich Null setzt. 
Man hat bei dieser Benennung den für die numerische Rechnung 
angenehmen Vortheil, dafs eine einfachere Betrachtung der Zeichen 
eintritt. Geht man nämlich von positiven Wurzeln aus, wie es am 
angemessensten ist, so hat mau nach dem gewöhnlichen Sprach- 
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gebrauch in einer Gleichung, die lauter positive Wurzeln hat, 
abwechselnde Zeichen, [während nach der hier angenommenen Be- 
nennung lauter positive Zeichen in diesem Falle vorkommen. Der 
an sich unerhebliche Unterschied wird nar bemerkt, um Mißver- 
ständnisse zu verhüten. 

Betrachtet man zuerst den Fall, wo alle Wurzeln reell und 
unter sich verschieden sind, so ist die Gleichung entstanden aus 
einem Produkt von der Form 

{x + a)(x + b){x + c)(x + d) . . . . =0. 
Nach bekannten Lehren werden bei der wirklieb ausgeführten 
Multiplication die Coefflcienten der verschiedenen Potenzen von x 
gebildet ans den Combinationeu (ohne Wiederholung) der Wurzeln 
zu 1, zu 2, zu 3, so dafs jeder Coefficient die Summe aller ahn- 
lichen Combinationeu ist. Bezeichnet man also die Summen solcher 
Combinationen, je nach dem Grade derselben mit [o], [ab], [abc] 
etc, so wird die entwickelte Gleichung 

x" 4- [a] x»- 1 + [ab] £»- 3 + [abc] x»~* + [abcd] x" -*.... = 0. 

Aus den Coefflcienten einer solchen Gleichung kann man aber 
nach bekannten Lehren alle symmetrischen Funktionen der Wurzeln 
finden und numerisch berechnen, ohne die Wurzeln selbst zu 
kennen. Man kann folglich auch vermittelst dieser Coefflcienten 
. die Combinationen beliebig hoher Potenzen der Wurzeln zu 1, 
zu 2, zu 3 bestimmen, oder die Summen [a m ], [o™ 6™], [a™ b* c™] etc. 
Folglich kann man auch die sämtlichen Coefflcienten einer Gleichung 
angeben, deren Wurzeln die «i** D Potenzen der Wurzeln der ursprüng- 
lich gegebenen Gleichung sind, nämlich 

a* + [«»] x» - * + [a™ ä™] x* - 2 + [a™ A» c™] x* - 8 +■ = 0. 

Die Gröfse von m kann ganz beliebig, so hoch man will, ange- 
nommen werden. Man nehme nun an, um den Gang der Eut- 
wickelung leichter zu Übersehen, es sei unter den Wurzeln a die 
gröfste, b die nächst gröfste, c die folgende etc. oder es sei 
a>b, b>c, Od, d >«.... etc., 
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ferner sei m eine sehr hohe Potenz, so wird in 

[a«] ^a™ + &"• + <?? + d"» + e"» 

für einen gewissen Grad der Näherung, endlich einmal der Fall 
stattfinden bei stets vergrößertem m, dafs e™ verschwindet oder 
vernachlässigt werden kann gegen d m , d m gegen c", c* gegen 
6™, b m gegen a m , und also auch die Summe aller Potenzen der 
kleineren Wurzeln gegen die Potenz der gröfsten. In diesem 
Falle wird man setzen können 

[«"*] = a m . 
Das ähnliche wird in der Summe \_a m b m ] stattfinden in Bezug auf 
das Glied a m b m , welches zuletzt nothwendig gegen die Summe 
aller andern a m c m , a m d m , b m C* etc. überwiegen mufs. Es wird 
folglich ebenfalls dann gesetzt werden können 
[a m b m ] ■■ a m &"* 

und ganz analog hei allen folgenden Gliedern, oder die End- 
gleichung wird bei stets vergiöfsertem m endlich einmal die Form 
annehmen 

x» + a m xr>- 1 -i-a m b m x"-' i -i-a m b m c m x? i - 3 +a m b m c m d m x*- i +..., = 0. 
Hat man die Coefficienten dieser Gleichung numerisch, so hat man 
unmittelbar a m , durch Division von — — dann auch ft"\ nachher 
a m b m e 
a m b m 

tenzen aller "Wurzeln zu gleicher Zeit, aus denen sich die Wurzeln 
selbst durch Ausziehung der »* ten Wurzel ergeben. Das Kenn- 
zeichen, ob für einen bestimmten Grad der Näherung die Grenze 
erreicht sei, wird man darin finden, dafs wenn mau von der Po- 
tenz m zu der Potenz m' übergeht, also aus der obigen Gleichung 
die folgende bildet 

af + [a'»']a?>- 1 + [a n 'b mf ] x"' 2 + [*■' Ä™' c™''] je 1 *-»-*- =0, 

die Coefficienten der gleichen Potenzen von x in beiden Gleichungen 
sich verhalten wie die m M Potenz einer Gröfse zu der m' Ua der- 
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selben, oder wenn man die Logarithmen eines Coefficienten von 
*•-*■ in beiden Gleichungen hat, die etwa dnrch lg a m in der 
ersten, lg « m < in der zweiten bezeichnet werden mögen, so mufs 
für den angenommenen Grad der Näherung 

— te<*»--^rIg«W oder lg«w=~lg«„ 

sein, und zwar bleibend, da in speciellen Fällen es wohl sein 
kann, dafs die Summe sämmtlicher kleinerer Wurzeln und ihrer 
Combinationen doch noch erheblich genug ist, um ein ähnliches 
Verhältnifs hervorzurufen. Indessen wird die Möglichkeit dieser 
Ausnahme immer verringert werden, je mehr m wächst, und wird 
zuletzt ganz aufhören. 

Wollte man die Erhebung zn solchen sehr hohen Potenzen 
auf die gewöhnliche Art durch Bildung der symmetrischen Funk- 
tionen bewirken, so würde die Rechnung nicht ausführbar sein. 
Man erreicht aber dasselbe, wenn man stufenweise erst die Wurzeln 
zur Potenz p erhebt, und die Gleichung bildet, welche den <y, 
6" etc. entspricht. Leitet man aus den numerisch berechneten 
Coefficienten dieser Gleichung die andere ab, welche die p** Potenz 
der Wurzeln derselben enthält, so hat man die Gleichung, deren 
Wurzeln die pp** Potenz der Wurzeln der ursprünglich gegebenen 
Gleichung sind, und fährt man so fort, so erhält man nach und 
nach Gleichungen, dereu Wurzeln 

a,p a» 2 a" 3 etc. 

sind, wo folglich m gleich einer Potenz von p sehr schnell wächst. 
Schon die kleinsten Zahlen für p werden hier alle Bequemlichkeit 
gewähren. 

Wäre zuerst p = 2 und die vorgegebene Gleichung: 

x n + a l x n ~ l + a 2 x n ~ t + a s x n ~ 3 + a n = O t 

so schreibe man für x . . . x 7 . Die linearen Pactoren dieser Glei- 
chung werden dann sein 

Eucke'a Abhan Jl. I. 9 
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(x$ + a) (x* + b) (x* + c)...=0. 
Schafft man aas ihr alle Wurzelgröfsen weg, so werden die Fac- 
toren der neuen Gleichung 

(x-a 8 ) (x — b*) (x-c a )... = 0, 
und um positive Wurzeln zu erhalten (in dem obigen Sinne), än- 
dere man das Zeichen aller Glieder, die der zweiten, vierten etc., 
das heifst also, überhaupt einer geraden Ordnungszahl angehören, 
wenn man von der höchsten Potenz von x anfängt und keine 
übergeht. 

Zar Wegschaffang der Wurzelgröfeen kann man davon aus- 
gehen, dafs für p + q = auch p 2 — q 2 = 0. Wenn man die Glei- 
chung also in zwei solche Theile abtbeilt, dafs jeder für sich, 
wenn man ihn in das Quadrat erhebt, von aller Irrationalität frei 
ist, so ist das Verlangte erreicht. Diese Theile können in jedem 
Falle sein 



und Oi x a + «g x 

Ihre Quadrate sind 



und 

a 1 s a?'-i + 2« 1 a 3 x a -%+ (*,' j a?*-» + 2ß 8 « 6 l 3^-4+ « 6 ' Ja»- 6 ... 
+ 2« I « ä | +2« 1 a 7 | +2« 3 a,/ 

+ 2«i OjJ 

Nimmt man die Differenz dieser Quadrate und ändert die 
Zeichen, wie eben bemerkt, so wird 

x" + a't x»-* + a s * j x»~ 2 + «g a \ a?< -3 + «,* i x n ~* + . . . =0 

— 2«J —20103! — 2a i «J — SBgflJ 

4-2a 4 ) +2a 1 a 6 [ +2a i ccX 

-2o B ) -2«! 4 

+ 2« 8 ] 
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die Gleichung sein, deren Wurzeln a 2 , 6*, c a etc. sind. Diese 
Form giebt eine höchst einfache and übersichtliche Rechnung. 
Der Ooefficient einer Potenz von x in der neuen Gleichung wird 
gebildet durch die Verbindung des Quadrats des Coefficienten der- 
selben Potenz in der schon berechneten Gleichung, mit den dop- 
pelten Producten je zweier gleich weit zu beiden Seiten von ihm 
abstehender Coefficienten, die letzteren regelmäfsig mit abwechseln- 
den Zeichen genommen. 

Eine ähnliche Ableitung kann man auch für p = 3 machen. 
Da jedesmal, was auch p, q und r sein mögen, 

(p -+- q + r) s = p 3 + q 3 + r 3 + 3(p + g + r) (pq + qr +pr) — Bpqr, 
so wird auch immer, wenn p + q + r = 0, 

p 3 + q 3 + r 3 — fipqr = 0. 
Wenn man also in der gegebenen Gleichung statt x , , , x* schreibt, 

wodurch die linearen Factoren werden x* + a, x^ +b und hier 
die Wurzelgröfsen wegschafft, so erhält man die Factoren x + a 3 , 
x + b a , x-\- c 3 , ohne dafs es nöthig wäre, die Zeichen nachher noch 
zu ändern. Zu dieser Wegschaffung ist es nach der eben ange- 
führten Gleichung nur erforderlich, die Gleichung in drei solche 
Theile zu theilen, dafs der Gubus jedes einzelnen und das Product 
aller] drei^frei von einer Irrationalität ist- Solche Theile können 
immer^sem: 

_n_ n-3 n~-6 

X 3 +tt s X 3 +tt t X 3 + = A 

n-1 n-i n-7 

o,a! 8 + a t x 8 +« 7 x 3 = B 

n— 2 n— S «-8 

a%x 8 +a b x s +ct B x a = C. 

Denn sie werden 

x~ { 1 + « s x- 1 + a 6 x-" 1 } = A 

x~*~{ «, + a 4 x- 1 + tt, ar- 3 } = B 

x~*~ { « 2 + « 6 ar- 1 + % X~* } =6', 
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die offenbar, jeder für sich zum Gnbas erhoben, nnd mit einander 
multiplicirt, frei von einer Irrationalität sind. Bildet man also 

A' + B>+C*-5ABC, 
so werden die ersten Glieder 

«• + («,' — 3«i"a + Saa) X"- 1 

-f-(a, s + 3a, , a 4 -3a I «o -»«^«3 -3^^ + 30,' + 308)^-3 
fo, 8 — Si^ag + ^a^— 3«! 030,-3«, «atts+Sa! er,' -HSo.Xl^ -8 

l —SoaOgQ:^— SOj^—SOjOj +6^06 + 308 J 

Der Vortheil der Kürze und Einfachheit ist so entschieden 
bei dem Falle p = 2, dafs weder das bedeutend langsamere Fort- 
schreiten der Potenzen 2, 4, 8, 16 etc., verglichen mit 3, 9, 27 etc., 
ihm Eintrag thut, noch selbst der Umstand, dafs für p gleich einer 
geraden Zahl, der unterschied zwischen einer positiven nnd einer 
negativen Wurzel gleich anfangs verschwindet, während eine unge- 
rade Potenz ihn bestehen läfst. Wenn man die Wurzel ihrer ab- 
soluten Gröfse nach kennt, und nur das Zeichen nngewifs ist, so 
reicht eine einfache Substitution, wobei man die geraden und un- 
geraden Potenzen von x von einander trennt, sogleich hin, um 
darüber zu entscheiden. Sonst könnte man auch durch Substitution 
der nächsten positiven nnd negativen Grenzen in runden Zahlen 
um so unbedenklicher darüber sich versichern, als man alle andern 
Wurzeln gleichzeitig kennen lernt, und folglich die Grenzen stets 
so nehmen kann, dafs nur die eine Wurzel innerhalb derselben vor- 
handen ist. 

Eine solche Substitution des zuerst gefundenen Werthes wird 
man doch nicht vermeiden können, abgesehen von der Prüfung der 
Richtigkeit, die sie gewährt, da es niemals rathsam sein wird, 
gleich Anfangs die Grenze der Genauigkeit, bis zu welcher man 
gehen will, mit einem Male zu umfassen. Die Rechnung mufs 
mit Logarithmen ausgeführt werden. Ans einem später zu er- 
wähnenden Grunde sind Logarithmen von fünf Decimalen, in jedem 
Falle, wo man eine grofse Genauigkeit haben will, vorzuziehen. 
Angenommen daher, was später immer vorausgesetzt werden soll, 



h ; . .Google 



Allgemeine Auflösung der numerischen Gleichungen. 133 

es werde die erste Rechnung mit Logarithmen von fünf Decimalen 
und so ausgeführt, dafs man nach Potenzen von 2 fortschreitet, so 
kann man sowohl im Voraus Übersehen, wie weit man gehen, wie 
viele solcher Rechnungen man machen mufs, als auch das Ver- 
fahren, wie der gefundene Werth am bequemsten verbessert wird, 
angeben. 

Die Grenze für alle Wurzeln wird erreicht sein, wenn das 
Quadrat jedes Coefficienten, so gegen das doppelte Product der 
ihm zur Seite stehenden überwiegt, dafs das letztere auf die fünfte 
Decimale keinen Einflufs mehr hat, oder bei Logarithmen vou fünf 
Decimalen kleiner als der 100,000" Theil des ersteren ist. Das 
gröfste Product, wenn man sich der Grenze einmal schon genähert 
hat, werden immer die beiden nächsten Coefficienten geben. Denn 
wenn die Reihefolge der Coefficienten ist 

a m b m , a m b m c m , a m b m c m d 11 *, a n b m c m d m (? a , a m b m c? a d m e m f m , 
so wird für den mittelsten der "Werth in der neuen Gleichung werden 

aSraitim^^m — 2a 2m b' 2m c 2m d m e m + 2a 2m b 2m c m tP a ef n f m , 
wo das zweite Glied zum dritten sich verhalt wie c™ : f m , dagegen 
das erste zum zweiten wie d m : ie m . Ueberhaupt kommt man sehr 
bald dabin, dafs die folgenden Glieder nach dem zweiten unbe- 
trächtlich werden. Soll aber das zweite gegen das erste ver- 
schwinden, so dafs es nicht mehr in Rechnung gebracht werden 
kann, so mufs 

100,000- e»<id» oder (-—)"> 200,000 

. . 5,30103 

d. h. m> — - — -z — . 

Hieraus ergiebt sich für die Werthe 

— = 1,1 m =128 = 2" 

— = 1,01 m-1227 <2» 

e 

— = 1,001 m-122l2<2" 
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Anzahl von Operationen. Es folgt hieraus, dafs man in der Kegel 
mit sieben Umformungen völlig aasreicht In dem ungewöhnlichen 

Falle von so äufserst nahe liegenden Wurzeln, wie für — = 1,01 

oder 1,001, wurde man doch nur elf und vierzehn Operationen ge- 
brauchen. Allein es wird später gezeigt werden, daTs Fälle sol- 
cher sehr nahe liegenden Wurzeln, nach der Art der gleichen 
Wurzeln behandelt werden können, so dafs man die Operationen 
gar nicht nöthig hat so weit fortzusetzen, bis die Wurzeln selbst 
von einander getrennt sind, sondern nur so weit, bis ihr Product 
sich von den Producten der übrigen Wurzeln mit einander unter- 
scheidet Bei häufigen Anwendungen ist mir kein Beispiel vorge- 
kommen, wo auch im ungünstigsten Falle von sieben Wurzeln, die 
sämmtlich zwischen 1,1 und 1,6 lagen, mehr als acht Operationen 
nöthig gewesen wären. 

In der Kegel wird man bei einer Kechnnng mit fünf Deci- 
malen, nach Ausziehung der m*™ Wurzel, den Werth der Wurzel 
sehr genau erhalten, so dafs die fünfte Decimale immer sicher, 
und meistenteils selbst die sechste es ist. Dieses scheint daher 
zu kommen, dafs im Anfange bei den ersten Operationen die Coef- 
ficienten sich aus mehreren Theilen zusammensetzen, so dafs die Un- 
gewifsheit der letzten Stelle verringert wird, weil selten alle Fehler 
der letzten Decimale auf eine Seite fallen. Bei der Ausziehung 
der *»"" Wurzel dividirt man aber auf einmal mit einer grofsen 
Zahl, und vermindert so die Ungewißheit der letzten Decimale. 

Bei dieser sehr grofsen Annäherung an die Wahrheit, bis 
auf den 100,000 e " 11 Theil des Ganzen, kann man unbedenklich den 
Taylor'schen Lehrsatz oder die Newton'sche Approximationsme- 
thode anwenden; denn die Unsicherheit derselben findet nur dann 
statt, wenn der Werth, von dem man ausgeht, nicht blofs einer, 
sondern mehreren Wurzeln sehr nahe ist Nach dem Taylor'schen 
Satze wird für 
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X = X + &X a 

. if&si , 

dxa 

Hat fix) die Form, in der die Gleichungen immer als gegeben an- 
gesehen werden 

tf* + a, XI ~ 1 + a 3 fl^ - ! , 

df(x ) 

so wird -~~--'=nx»- l + {n — l)a L x%-* + (n — 2)a2X»-*-\ 

oder x a ^C& = na* + («• — 1) «, a»-i + (w — 2}a t a*-*+ ■■ ■ ■ 

Hat man also die Substitution von x a , dem gefundenen genäherten 
Werthe, in die Gleichung' gemacht, wovon das Resultat mit [x*\ 
bezeichnet werden möge, so multiplicirt man jedes Glied mit dem 
Exponenten der Potenz von x, die darin vorkommt, das Resultat 
dieser Operation möge mit [nsej] bezeichnet werden, dann wird 



[wa*}] 



M, 



wo M der Modulus des briggischen Systems ist, dessen logar. 
= 9,6377843. Auf diese Weise wird man ohne eine gröfsere Mühe, 
als die Substitution des Wertlies von x in die Gleichung, den 
Werth von \gx so genau erhalten, als Logarithmen von 7 Der- 
malen ihn zu geben vermögen, da die Multiplication mit den Ex- 
ponenten kaum in Betracht kommt. Eine gröfsere Genauigkeit 
wird kanm je verlangt werden, und kann, wenn sie gewünscht wird, 
auf dieselbe Weise erhalten werden. 

Betrachtet man zweitens den Fall, in welchem alle Wurzeln 
imaginär sind, und unter diesen wiederum keine mit der andern 
zusammenfallend, so wird es, um mit imaginären Gröfsen nicht in 
der Rechnung zu thun zu haben, am geratensten sein, von den 
trinomischen f actoren auszugehen, in welche sich jede solche Glei- 
chung zerlegen lassen mufs. Sei die allgemeine Form eines solchen 
Factors 

x*+fx + g* t 
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wo g bei imaginären Wurzeln stets reell ist, so sind die beiden 
linearen Factoren dieser Gröfse bekanntlich von der Form 

x+a+ßy— 1 und x+a—ßy—X 
oder auch, wenn 

tf + p(cosy -f-siny ]/ — 1) und x + g(cos<p — ein? y — 1), 
so dafs 5 -=[/(a» + ^) und f=2gcoa<p, 

folglich für imaginäre Wurzeln oder bei reellem y stets 

f<2g. 
Werden aus solchen Factoren die Factoren hergeleitet, welche die 
m 1 ™ Potenzen der Wurzeln enthalten, so werden diese letztereo, 
wegen 

(cosy ±8iny y — l) m = cosmy ±sin»»y|/ — 1, 
vollständig werden: 

^ + 9™(cost»y -t-sinwy y — 1), aj + tj^cosmy — sinwy |/ — 1), 
woraus der trinomische Factor entsteht 

x i _|_ 2g*ctätn<p x + jr 3 ™, 
oder wenn man ihn bezeichnet durch 

Zp + fmX + g**, 

so wird wiederum bei imaginären Wurzeln 

/m = 2j™ cosmy < 2^, 
d. h. /"„ kann nie grOfser als 2<f werden, abgesehen vom Zeichen. 
Es kann nämlich f m = 2g at werden, wenn m</> ein vielfaches von n 
ist, und wenn es dieses einmal geworden ist, so wird es bei der 
Erhebung in das Quadrat oder die höheren Potenzen stets diesen 
Werth behalten. Imaginäre Wurzeln geben in diesem speciellen 
Falle dasselbe Resultat, wie gleiche reelle. In allen andern Fällen 
aber wird f n , je nach dem verschiedenen Werthe von costwy, 
bald ab-, bald zunehmen, im Zeichen wechseln, stets aber der ab- 
soluten Gröfse nach kleiner als 2g™ bleiben. 

Hat nun eine Gleichung lanter imaginäre Wurzeln, so wird 
sie das Product lauter solcher trinomischer Factoren sein, in wel- 
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chen f<%g ist Die Form dieses Produktes wird, wenn die ein- 
zelnen Factoren sind 

x* + fx + g\ aP + fx + g'*, x I + fx+g , ' s ,.,.etc. 
nnd wenn die obige Summen-Bezeichnung beibehalten wird 

a> + {/] *— i + (OT + {ff]) x**~ » 

+([?Y]+[/ , / , r])^"- 8 

+ m s ] + L9Y/"] + vrrn ^--* 

+ ci> a ff'* . . . 5 ( ~- 2)! ] + i>v 3 '- ■ ■ j<--»v &, - ffl f-- u ]) z* 

■+-([?V 2 --.^ s, V (B - ü ]^ 

+ p"/...^-»' =0. 

Dais diese Form die richtige ist, wird man ans den einfachen Ge- 
setzen der Multiplication ableiten können, und dais namentlich in 
den letzten Gliedern die f einzeln, oder zu zweien, oder zu dreien 
mit den g combinirt vorkommen mttssen, eben so wie in den ersten 
Gliedern, so dafs das zweite und vorletzte, das dritte nnd dritt- 
letzte etc. einander in Bezug auf den Grad der f, die mit einander 
nnd den g multiplicirt sind, entsprechen, wird man sogleich über- 
sehen, wenn man die trinomischen Factoren so schreibt 

jr a jl + -£- x + ~ x z j, Wl + -£j- x + —$ »'} etc. 

nnd sie dann miteinander multiplicirt. 

Werden nun aus einer solchen Gleichung die Gleichungen her- 
geleitet, deren Wurzeln die m t ™ Potenzen der ursprünglichen 
Wurzeln sind, so geht f über in f m , f in f m etc., g* in g 2m , 
g' a in j/' 3 ™ nnd die neue Gleichung wird folglich die Form haben: 
a> + [/«] ^ B " 1 + (EP*»] + [f m f »]) ^"- a 

+ (0 3 »rm] + [/■«/'-/"»]) ^"- s 

+ {{g^g**} + WWn] + UWmf"«\ &"-< 

-i- ([#»9 ,2m ...? ( - 2,2,B ] + ü^g'**.. &"-*>** f£- 2 f2r 1 ])& 
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Nimmt man hier wiederum zur leichteren Uebersicht des Ganges 
an, dafs g der gröfste Modul (nach der gewöhnlichen Benennung), 
g' der nächstgröfste, g" der folgende o. s. w. oder dafs 

9>9\ 9'>9", g">g"'--- 
und kein Modal dem andern gleich ist, and betrachtet man zuerst 
die Glieder, in welchen die Potenz eine gerade Zahl ist, ao wird 
bei ihren Coefncienten das jedesmal vorkommende, von allen f m 
ganz freie Glied . . . O 2 ™ g'** g"*". ■ ■], ganz ähnlich wie bei den 
reellen Wurzeln, bei vergrößertem m zuletzt übergehen in 

gt-g^g"**... 

so dafs für [f™] geschrieben werden kann gr 2 », für [9^9'^] . . . g^g' 2 "* 
tt. s. w. Neben diesen Summen kommen aber noch theils solche 
Summen vor, in denen mehrere g mit mehreren f verbanden sind, 
oder auch solche, wo nur f darin enthalten sind. In allen diesen 
Summen müssen die f immer in gerader Zahl vorhanden sein. 
Snbstitairt man hier für jedes f m seine äufserste Grenze 2g*, so 
wird das Resultat zuverlässig immer grßfser oder gleich grofs mit 
dem eigentlichen Werthe, und die Grenze, der sich mit ver- 
gröfsertem m diese Summen nähern, wenn man in ihnen jedes f m 
mit 2g* vertauscht hat, kann nie überschritten werden. Hiernach 
wird bei dem Coefncienten von a£"- a die Summe \f m f M ] niemals 
die Summe von 4[j( m (/'"] öberschreiten können, folglich wird auch 
die Grenze dieser letzten Summe bei vergrößertem m, nämlich 
die GröJse A^g"* selbst der äofserste Grenzwerth für \fmfm] sein. 
Von den beiden Theilen aber, ans denen der Coefflcient zuletzt 
allein besteht 

5*» + 4g* g' m 

wird auch der zweite zuletzt verschwinden müssen gegen den 
ersten, sobald 

9™ > ig" 1 , 

d. h. sobald ff > g* |/ 4, 
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denn in einem solchen Falle wird irgend einmal, wenn m erhöht 
worden ist zu m", g" 1 ' ganz und gar überwiegen. Die Zahl 4 
unter dem Wurzelzeichen ist unabhängig von der Potenz m, und 

bleibt für alle Werthe derselben constant, folglich wird sich ]/4 
der Einheit immer mehr und mehr nähern, und zuletzt so ganz 

damit zusammenfallen, dafs die Bedingung g > g' 1/4 übergeht in 
g > g'. So z. B. ist für m - 128 

1/4 = 1,0102. 
Es geht demnach, sobald g > g' der Coefficient von aß*-*, 

Ei? 3 "'] + (/»A»] über in ?*». 
Ganz dieselben Schlüsse lassen sich bei allen Coefficienten machen, 
welche mit geraden Potenzen verbunden sind, und man braucht 
bei ihnen immer nur die Summen, welche lauter g enthalten, zu 
vergleichen mit den Summen, in welchen zwei f mit den g ver- 
bunden sind. Kommen nämlich mehr f als zwei in der Summe 
vor, so gehören sie nothwendig zu kleineren g als die sind, welche 
in den Summen vorkommen die nur g enthalten. Im Allgemeinen 
werden mit vergröfsertem m die Coefficienten der geraden Potenzen 
von x, ganz wie bei den reellen Wurzeln übergehen in 

g 3 ", g^g'*", g*»g ,3B, g"*", etc. 
Die Coefficienten der ungeraden Potenzen von x enthalten kein 
Glied, in welchem nicht wenigstens ein f„ vorkäme, nnd da jedes 
solche f m schwankende Werthe hat, selbst Null werden kann oder 
doch einen sehr kleinen Werth erbalten, so können diese Coeffi- 
cienten anch bei noch so grofsem m nie einer bestimmten Grenze 
sich nähern, den Ausnahmefall ausgenommen, wenn mq> ein Viel- 
faches von 71 ißt, welcher, da er mit den gleichen reellen Wurzeln 
zusammenfällt, später betrachtet werden soll. Bei lauter imagi- 
nären Wurzeln nnd angleichen Moduln wechselt ein unbestimmtes 
Glied stets ab mit einem solchen, welches den Werth eines neuen 
0*» zu den vorigen hinzufügt. Wenn folglich die Grenze, in 
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welcher die Endform stattfindet, erreicht ist, worüber man eben 
so wie bei den reellen Wurzeln durch den Gang der Rechnung 
unterrichtet wird, so hat die Gleichung die Form: 

cc^ + f a^"* 1 + 5*» a: 3 " -3 + f je 3 »- 3 + g*™ g l7a aß*-* + fö x 3 " -5 

-i- &* sr ,a " g' ,im &*-* . . . . = 0, 

wo durch f , /"o, fö der schwankende Werth der Coefficienten be- 
zeichnet wird. 

Man findet also ganz auf dieselbe Weise, wie bei den reellen 

Wurzeln, durch successive Divisionen erst $**, dann 3 L — =g' 

u. s. w. So dafs jetzt bei bekannten g die zu jedem Modal ge- 
hörigen f noch zu bestimmen sind. 

Hiezu bietet die gegebene Gleichung selbst weit mehr Be- 
dingnngsgleichungen dar, als nöthig sind, so dafs sich a priori 
übersehen läfst, dafs die verschiedenen f jedesmal linear und ohne 
Zweideutigkeit sich bestimmen lassen müssen. Eine Gleichung 
vom 2«"» Grade, in der alle g bekannt sind, enthält in ihren 
2» ■+■ 1 Gliedern 2» Coefficienten, in denen die unbekannten 
Gröfsen f an der Zahl n enthalten sind, und aus welchen sie be- 
stimmt werden können. Von diesen Coefficienten ist einer, der 
letzte, frei von allen f, von. den noch übrigen 2m — 1 sind zwei, 
der zweite und vorletzte, vom ersten Grade in Bezug auf die f, 
zwei, der dritte und drittletzte, vom zweiten Grade und überhaupt 
sind immer zwei gleich weit vom Anfange und Ende abstehende 
Coefficienten von gleichem Grade in Bezug auf die f durch alle 
Grade durch bis zum{«— l) 1 * 11 inclusive, der mittelste alleinstehende 
aber vom n 18 " Grade. Man kann deswegen zur Bestimmung der f 
so verfahren, dafs man aus 

«! = !/] und « h -t = [jV'-.? w >- ,, J 
zwei f linear als Function der übrigen und bekannter Gröfsen be- 
stimmt. Es mögen dieses etwa f und f sein. Substituirt man 
diese Werthe in 
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«>»-a 



• a <A . . g**fi] +ry g>* . . . ff <.-*> 2 fta-ffl /■(»-!)], 



so hat man zwei Gleichungen vom zweiten Grade, ans deren Ver- 
bindung sich ein drittes f, etwa f, linear als Function der übrigen 
finden läfst. Dieses geschieht unmittelbar durch die Division 
beider Gleichungen in einander, bis ein Ausdruck Übrig bleibt, 
der nur noch die erste Potenz von f enthält Die Substitution 
dieses Werthes in eine der Gleichungen, aus der er hervorging, 
wird eine Gleichung vom 4"° Grade geben, aus welcher die drei 
fff" verschwunden sind, nnd wenn man die "Werthe dieser drei 
Gröfsen in die Ooefflcienten von a?" -3 und x 3 Bubstituirt, so hat 
man zwei neue Gleichungen vom 6"" Grade, die in Verbindung 
mit der vom 4 ten Grade wieder linear zwei neue f als Functionen 
der übrigen bestimmen lassen müssen. Allein auf diesem Wege 
wird man doch höchstens noch ein viertes f, etwa f", bestimmen 
können, oder also nur in dem Falle von 8 imaginären Wurzeln 
Gebrauch davon machen können. Denn die Elimination von f" 
aus einer Gleichung vom 4 ten und vom G Un Grade wird mindestens 
zu einer Gleichung vom 24» ton Grade führen, die sich nicht mehr 
behandeln läfst. In der Praxis wird der Grad noch höher steigen. 
Denn wenn man sich nicht die Mühe geben will, die symmetri- 
schen Functionen der Wurzeln zu bilden, sondern den Weg der 
Division, der auch der einzige wirklich anwendbare sein möchte, 
wählt, so wird man bei der Verbindung einer Gleichung vom 
m ten Grade mit einer vom « Un in der Kegel so viele überflüssige 
Factoren einführen müssen, dafs die Endgleichung, in welcher die 
zu eliminirende Gröfse nur noch auf der ersten Potenz sich be- 
findet, in Bezug auf die Übrigen darin enthaltenen Unbekannten, 
vom (m + n — 2) tKa Grade ist, also durch die Substitution des aus 
ihr erhaltenen Werthes nothwendig einen höheren Grad als den 
m« ten erreichen läfst, wenn tn und n die Potenz 2 übersteigen. 
Man wird deshalb höchstens bis zur Bestimmung von vier f diesen 
Weg einschlagen können. 
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In der That scheint es aber auch in der Natur der Aufgabe 
zu liegen, dafs eine gewisse Weitläufigkeit nicht zu vermeiden ist. 
Denn wenn auch nur n Gröfsen f gesucht werden, so würde doch 
eine Gleichung vom »*■" Grade allein nicht dem Probleme genügen, 
wenn man sie auch aufstellen könnte. Man verlangt nämlich nicht 
blofs die "Werthe der verschiedenen f selbst, sondern man verlangt 
den Werth eines jeden bestimmten f, was einem bestimmten g an- 
gehört. Sonach möchte es wohl die einfachste Auflösung sein, 
die sieh erwarten läfst, wenn man eine Gleichung angiebt, die je 
nachdem man den Werth eines bestimmten g in sie hinein sub- 
stituirt, auch jedesmal das zugehörige f giebt. Diese Gleichung 
mufs vom « Wn Grade sein, da in dem Falle, das sämmtliche Mo- 
duln g einander gleich wären, während die Winkel <{ nnd folglich 
die f verschieden sind, die n Werthe von f aus den Wurzeln der 
Gleichung sich ergeben müfsten. Kann man damit eine ähnliche 
Gleichung niederen Grades verbinden, die bei gleicher Substitution 
des bestimmten g jedesmal als gemeinschaftliche Wnrzel mit der 
ersten Gleichung den verlangten Werth von f hat, so dafs man 
durch einfache Division den Werth von f linear findet, und läfst 
sich diese Division mit der gröfsten Bequemlichkeit in jedem 
Falle ausführen, so scheint die Aufgabe so einfach gelöst zu sein, 
als die Natur des Gegenstandes es erlaubt. 

Solche zwei Gleichungen erlangt man auf die einfachste 
Weise, wenn man die allgemeine Form der imaginären Wurzeln in 
die gegebene Gleichung hinein substituirt. Ein Werth 

x = r(cos<p + sinyl/— 1) 

giebt, wenn man ihn in die Gleichung 

ar 3B + «, a^«-i + a 3 aß»-^ + a^ = 

setzt, durch Trennung des imaginären vom reellen, oder indem 
man den zweiten Werth x = r (cosy — sinfp j/ — 1) ebenfalls ein- 
führt, und die Resultate beider Substitutionen verbindet, zwei 
Gleichungen: 
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= r 2B cos2wy + a 1 r SB - 1 cos(2n— 1) y + « a **»-' cos (2 n — 2) 91 

-ha 2n -irw$<j> + 0», 

= r 2 » sin 2« tp + «, r 2 " -1 sin (2« — 1) y + <* 2 r 2 "- 2 sin (2 m — 2) y 

-H«2„_irsing>. 

Mnltiplicirt man die erste mit coswy und die zweite mit sinny 
und addirt beide Prodncte, und mnltiplicirt man nachher auch die 
erste mit sinwy und die zweite mit cos«<p und subtrahirt das erste 
Product vom zweiten, so erhält man die zwei Gleichungen: 

= r 2 " cosny + ^ r 3 » -1 cos (»— 1) (p + a 2 r 2a ~ 2 coa(n—2)g> 

+ tt2 n -3*" 2 cos(»— 2)<p + a 2 „-ircos(n— IJy + a^cosny 
O^r 2 » sinrngp + a! r 3n-1 sin{n— l)y + « 2 **2„_2 sin (n— 2)y 

— «3n-2 *"* sin (» — 2)gp — «3 n _i r sin (n — 1) y — 02„sin«<iP. 

In diesen enthalten immer die gleich weit vom Ende und vom An- 
fange abstehenden Glieder einerlei Sinus und Cosinus. Vereinigt 

man diese und setzt man also 



=r»-! 



so werden die beiden Gleichungen, wenn man sie mit i 2 " dividirt 

0=/?cos«9' + ^ l -cos{w-l)9' + -p-cos(«-2) v +£==?. eoB9> + -|^ 



«s»'- 2 " 




-/> 


1 -« 2 «>-' n 


"1.-1 > _( "" 


-2) 


-A 


«i-nj.-!«- 8 *-" 


o>„-i »■-<>"- 


-3) 


-ft 


«!-«2.-!>-; ,! "- 4) 


+ « M . 1 r-2 




-Ä.-1 


a»-l — «b+1»" 3 


+ «. 




-1«., 





= ysinny + — sin(n— l)yH — |sin(M— 



Es lassen, sich aber durch die bekannten Reihen die Cosinus 
und Sinns des vielfachen Winkels als Function der Cosinus und 
Sinus des einfachen ausdrücken, und für n gleich einer ganzen 
positiven Zahl ist allgemein, wenn man alle negativen Potenzen 
der Cosinus und Sinus des einfachen Winkels wegläfst: 
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cosny =2*- 1 cos9>" p2*- 3 coB9=" _2 H — \ „ 2"~ s cos ff"" 4 

n(n— 4) (n-5) _, _. w («-5)(m-6)(»-7) „ . _= . 
— 1 -2-3 2^- 1 cosy lt - 6 +— — 1 . 2 .3.4 ^»-»cosy»- 8 — etc. 



1-2 

- 1T2T3 — ~2*~ 7 cosy»- T +'- - Y -' 2 " -3-4 C0B ?*~ 

etc. 
Substituirt man diese Reihen in die beiden letzten Gleichun- 
gen, so erhält man: 

= 2"- 1 jScosy n +— 2»-*cos0>"- 1 + ■% 2«-» cosy^ 3 



+ -| 2" -4 cos y" -3 + — *- 2»~ 5 COB«p*~* 

- -t— — 2"- 4 cos *»- s r- -^ 2»" 5 cos w"- 

H — j-yg- ß2«~ 5 cosy"- 



0=2"-ij'C0S¥ n - I + ^2»-2cosy- 3 +-^-2 



+ -v 2»-* cos <p»- * + -t?- 2"-5 cos w* -8 

1 r T 1 r a y 

+ &!=^=^ r »-i cos ov -6 + ... etc. 

Man wünscht aber eigentlich nicht cos <p zu erhalten, sondern die 
Gröfse f des trinomischen Factors der beiden imaginären Wurzeln, 
also nach der angenommenen Form x = r(eosg>±siny y— 1) die 
Gröfse 
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— 2rcos<p = f. 
Multiplicirt man deshalb, um t als Wurzel zu bekommen, die Glieder 
beider Gleichungen nacheinander mit 

(-2*-)», (-2r)>, (-2r) 8 , (-2r) 8 ... 
so werden sich beide Gleichungen dnreh 2» _l dividiren lassen, und 
die Endform wird mit Weglassang aller negativen Potenzen von * 
sein: 

= ,St» -ft *»-* + & t»-2 -& f-8 .... ± 0,, 

-r>{nßp-i-(n-l)ß 1 1f>-i + (n-2i)ß a t^* } 

' fö^._(t«^) A( .- i+ (5^Xt±)^._...} 



r ., >><,«--*) (n-S) .^_. (m-1)(«-6)(«-6) . 



1-2-3-4 



- r' {(n-2) r (•-> - (n-3) c,fr-< + (n— 4) j- s ("-»•••• | 

I 1-2-3 ' 1-2-3 n j 

tH jMMMM, H ....[. ete . 

Wenn in die Werthe der ß and ^, und in diese beiden Glei- 
chungen, für r ein bestimmtes g substituirt ist, so werden beide 
Gleichungen eine gemeinschaftliche Wurzel für t geben müssen, 
welche nichts anderes als der Werth des f ist, was zu dem sub- 
stitoirten g gehört Die sämmtiiehen Ausdrücke sind höchst ein- 
fach. Der Grad der Gleichungen ist nicht höher als unumgäng- 
lich nöthig, und die Division lafst sich, wie sogleich gezeigt wer- 
den wird, mit der gröfsten Leichtigkeit vermittelst der Logarithmen 
ausführen, so dafs man ohne Mühe aus dem gemeinschaftlichen 
linearen Divisor beider Gleichungen den Werth von f ohne Zwei- 

Encke's AbtundL L 10 
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dentigkeit erhält. Gehören mehrere f zu demselben Werthe von g, 
wenn nämlich mehrere Paare imaginärer Wurzeln gleiche Moduln 
haben, so wird der gemeinschaftliche Divisior ein quadratischer 
oder cubischer. Die Wurzeln müssen in diesem Falle stets reell 
sein und die verschiedenen Werthe für die einzelnen f geben. 

Für die einfacheren gewöhnlichen Fälle sind die Formeln 
folgende: 

Vier imaginäre Wtirseln. 

l'+a t r-* — ß 1 ~-a t r-* = r 



«1 + «8 r 



-2 = 3 



2^ -ft 

Q = ßt*-ß l t + ß 1 -2fir* 

= yt - ri . 
Hier reicht die letzte Gleichung schon allein ans. Die erste kann 
als Prüfung der Rechnung gebraucht werden. 



Sechs imaginäre Wurzeln. 


1 + a,r-' — ß 


1 — «ai-6 = y 


«! +a s r-*=ft 


«i - «t r-* - n 


«i. + o.r-s-A 


a 1 — a t r- 3 = r a 


2«. -A 




0-/S('-ftt' + (A 


-3ßr')l-(ß,--2ß, 


o-rf-nt +ö-, 


-rr*). 


Acht imaginäre Wurzeln. 


1 +«,r->-ß 


1 — Ogr- 8 — r 


c^+ajr-'-ß, 


«!— «,r*- r, 


«, + «, r-> - A 


«,— o,t~'-ri 


o, + « 6 r->-ft 


«, — «j r->-c, 



2«4 -A 

0-/)f-A(>H-d» > -4M('-(^,-3Ar')< + A-2Ar' + 2|Sr' 
O-cC-ftf+ö-.-Srr»)! -(ft-ri»*). 

Es würde keine Mühe machen, die Division in Zeichen wirk- 
lich auszuführen, nnd den Ausdruck Ton t als Function Ton r 2 and 
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den ß und y hinzusetzen. Allein es ist weit bequemer, die Division 
numerisch zu machen. Denn vermittelst der Gaufs'ischen Tafeln, 
welche ans den. Logarithmen zweier Zahlen sogleich durch ein- 
maliges Eingehen den Logarithmen der Summe und Differenz ganz 
strenge finden lassen, und die besonders für Logarithmen von 
5 Decimalen höchst bequem sind (für 7 Decimalen ist mir der Ge- 
brauch dieser Tafeln nicht so bequem vorgekommen, doch kann es 
Mangel an Uebnng sein), diridirt man solche Gleichungen mit 
einer Leichtigkeit in einander, die nichts zu wünschen Übrig läfst. 
Bei den Gaufs'ischen Tafeln wird der Logarithme von o±6 
gefunden dadurch, dafs man zu dem Logarithmen der gröfsten 
Zahl eine aas den Tafeln genommene hinzugelegt oder abzieht 
Die Form ist also allgemein 

lg (a ± b) = lg a ± B, 

wo B mit Ig a — lg h gefanden wird. Mao bestimme nun die Lo- 
garithmen sämmtücher Ooefflcienten beider Gleichungen und bringe 
sie durch Abziehen von lg (S in der ersten, und Ig/ in der zweiten 
Gleichung auf die Form 

= *» -3t*-i + 3'fr-* — 3"t»-*... 
= j»-i _ e f»-3 + <H t»-8 _ g" f—4 _ . . 

Hier bedeuten die 3 and t die Logarithmen der Coefficienten, 
denen die Zeichen ebenso wie den Zahlen vorgesetzt werden. 
Geht man nun mit 3 — e oder e — d in die Gaufs'ischen Tafeln 
ein, nnd ebenso mit 3' — s' oder e' — 3' etc., so erhält man die 
verschiedenen B, die gehörig unter se'§" gesetzt werden, und 
nach den Zeichen mit dem gröfseren Logarithmen verbunden geben 
- Cf»-i + p*-»+ {;"*"-■. . . 

Diese Gleichung bringt man wieder durch Abziehen von £ auf die 
Form 

= ("-» + fl(»-a-i-fl't"-s... etc. 

und verbindet sie auf dieselbe Weise mit der Gleichung vom 
(» — 1)»" Grade. Auf dieselbe Weise fahrt man fort, bis man zu 
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dem linearen gemeinschaftlichen Factor kommt, der gleich Null 
gesetzt, den Werth von f giebt. Das Schema ist also folgendes: 

0-0* _,j I t*-i_ ) _( j s s -« / jra)*»-3 etc. 

0-r(»-i-r 1 ^3 + (y a _( n _2) rr !)(»-3... etc . 

Hieraus werden zuerst die Logarithmen statt der Zahlen gesetzt, 
die Zeichen der Zahlen aber beibehalten, und dann wird nach 
und nach gebildet 

= (■ + J*"- 1 + 3' t»- a + 3" t"->. . . 

= (•-» + e &-* + «' *•-» -+• e" (■-*.. . 
B B' B"... 



«t»- 1 + *'i»- a +9"t*- B ... 
- *»-i + C t*~* 4- f *»-• + f" *■-*. . . 

g 3 gä fl ä ■ • • 

=_ *»-2 + * (—8 -f. /' *»-4 + #' (»-5 . . . 

Die einzige Tafel, die man gebraucht bei dieser Division, ist 
die Q-aufs'ische für Differenz und Summe der Logarithmen, und 
die {Hauptanfmerksamkeit wird auf die Zeichen gerichtet werden 
müssen, um gehörig zn addiren oder zu snbtrahiren, und dem 
Resultate sein ihm zukommendes Zeichen zu geben. 

Die beiden Gleichungen zwischen t and r haben aber noch 
eine weitere Bedeutung, die für die Auflösung der Gleichungen 
im Allgemeinen Ton Wichtigkeit ist. Denn wenngleich sie aus der 
Form der imaginären Wurzeln abgeleitet sind, so gelten sie doch 
für alle trinomische Factoren, auch für die, deren Wurzeln reell 
sind. Wenn für irgend welchen trinomischen Factor 

x^ + tx+v 
der Werth von v bekannt geworden ist, und man substitnirt ihn 
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an die Stelle der r a in ß, y und in die beiden Gleichungen, so 
giebt die DiviBion beider in einander den Werth von /, der zu v 
gehört. Man kann nämlich die beiden linearen Factoren von 
a? + tx+v jedesmal darstellen unter der Form 

J_ 

y 

Denn für ein positives v, oder |/t>_= einer reellen Gröise g, wird 

•-'(» + t) 

und da t in diesem Falle die Summe beider Wurzeln ist, So wer- 
den die Wurzeln selbst gy and g — , oder wenn man sie mit a und o 
bezeichnet, so wird 

Diese Form gilt für reelle Wurzeln, welche, wegen v positiv, 
gleiches Zeichen haben müssen, so wie für imaginäre, bei welchen 
letzteren: 



-V\ 



'a+ßl/—l _a-hß 1/—1 



Wenn aber v negativ, der Fall, wo die Wurzeln stets reell 
sein müssen, aber verschiedenes Zeichen habon, so wird 

und folglich t=--a — b, 

wie es hier sein mufs. Substituirt man nun in die Gleichung 

a^ + ö! a^»-i + dg a£"- J + «^,=0 

die beiden Werthe von x 

x=* — qy und * = — — , 
so erhält man zwei Gleichungen 
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fi* , y* -«i5»--iy3»-i +0| j"»-»^»-« - 

+ «J»-3SV —<hn-i9V + a»* = 
j^»y-fc_ ai (Jin-ly-Qn-0 + at (ß»-3y-Q»-Z) — 

+ "s^a ff a y~~ a — «3»-i ffjr 1 + oj. = 0. 

Man mnltiplicire die erste mit jr^y - », die zweite mit ? _2 "y", so 
werden sie 

tT — <hff~ i jT~ l +«a<r a y ,-a — 

+ os«-s jrß"-»y-<»-»— « 3l ^isr< 3,, - 1) tr (n - 1 >+<r3»?~ a "y~"=0 

Legt man diese beiden letzten zusammen, und snbtrahirt sie von 
einander, so erhält man die zwei folgenden Gleichungen: 

(y" + sr")-%y- 1 (y^»+y-<"- 1 >) + « 3 sr 3 (!r- 3 + y- *-">) 

+ «s«-2 r °- 2) &- a + y- ( "-») - «B fl -iy-°»- u (ir- 1 + y~ ( "~ u ) 
+«*,ff- a "(y , +y-")=o 

und 

(y._j r -)_ aijr I(j / »-l_y-t»-l)) + ßa? -2(j / »- 2_ y -ta-J>) 

- «a--8fl r - eB - !ö (y" _a - jr <"- 3) ) + «a-i y s "- ü (y"- 1 - jr <»-") 
— «9» 0- a " (y* — jr") = 0. 

Um hier die Glieder, welche gleich weit ah Tom Anfang und 
Ende stehen, und die einerlei Potenz von y angehören, zu ver- 
einigen, setze man wie oben: 

1 +«8. <r* =ß 1 -aj„ 0-s» = r 

«i + «3»-i g~ °- 2> - ßi "i - «j»-i g~ °"- ffl = ri 

Ö»-l + «H-l ?" 3 —ja,-! «,-1 — «n+l? -3 =r»-l 

so erhält man die Form 
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-ör- 1 



:-^r&+?-')=Fi»,-o 



:^(S/-!T') -0. 



Es haben nun aber die hier vorkommenden Functionen die 
Eigenschaft, wovon man sich durch unmittelbare Rechnung über- 
zeugen kann, dafs 

y + ir" = (y + y- 1 )(y- 1 + y- <B - 1) )-(sr- 2 + 2/-< n - 3) ) 
r - y— - (y + y~ l ) (r~ l - tr ( "- 1) ) - (y- 3 - r~ <fl_a) ). 

für welche letztere Gleichung man auch schreiben kann 

y-sr 1 ly * '\ si-jr 1 / V sr-sr» }' 
fängt man also von den einfachsten Functionen dieser Art an, so ist 

yO-t-y-o=,2 
t 



j' + ir'--^ 


-2 


g8 

</* + <r*- -^r 


-3-L 
9 




-«4 



und allgemein, was sich ebenfalls durch Prüfung bei dem Ueber- 
gange von n auf «+1 zeigen läfst, mit Weglassnng aller nega- 
tiven Potenzen von t: 

*" i"" 2 n(n— 3) i"- 4 «(»— 4)(n— 5) f~ 6 

ri-V g» »j^^ 1.2 g»-* ■ 1-2-8 j»-e 

eine Reihe, die ganz der obigen Cosinus-Reihe entspricht, da ihre 
Ableitung auch völlig identisch mit der von der Reihe für cos ntp ist 
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jf-ir' 

y-v 



»-ST 1 ' 



y-sr 1 J 

12±_J 



r—r* y* 

>■-!>-« * 

y-jr 1 ™ y* ' 
y»-y-» V_ 



und allgemein mit Weglassung aller negatives Potenzen von t: 

<r—y-" ff- ' C-» (i.-3Xn-4) t— ' (n-4)(n-5)(n-6) ff-' 

y-jr-i y' '""^jr-l" 1 " 1.2 o-' 1-2-3 y"-'' 

Eine Reihe, die wiederum mit der obigen Reihe für —. — - der 

siny 

Form nnd Ableitung nach identisch ist. 

Substituirt man nun diese Werthe in die obigen Gleichungen, 

und mnltiplicirt sie nachher mit y", so erhalt man 

(SC -ftC-i + ft.e-1 -&("-» ±ß, 

-g>\ßnp->-ß,(n-l)1r-» + ß,(n-2)t*->--- ) 

+y .{ «^.^.- (»-y^) ^. + -} etc-O, 

,c-i- r , f-' + r, *->-r,fr-< ±c,_i 

- g> { j- («-2) ("-■ - r, (n-3) <•-' + r, («-*) (■"» • ■ • | 

+ ^j,fit^dO «,-._,, M|=fi ,.-.... j etc..O, 

<las heilst ganz die obigen Gleichungen. Es ist klar, dato hier g* 
nur statt v eingeführt ist, um \/v = g bequemer zu Bchreiben. 
Aach kommen in den s&mmtlicaen Formeln nur Potenzen von g* 
vor. Hiernach läfst sich ganz allgemein folgender Satz aussprechen: 
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Wenn in einem trinomischen Factor einer Gleichung 
üf' + Oi o 9 " -1 + Oa a£"-3 + -*■ 1% = 0, 

der von der Form ist x* H- 1 x + «, die Gröfae v auf irgend welche 
Art bekannt geworden ist, so findet man das zugehörige t, wenn 
man setzt: 

, + -±--ß i «J— r 

<v-i + — - A-i 

und dann die gemeinschaftliche Wurzel der folgenden beiden Glei- 
chungen, in welchen alle negativen Potenzen von t weggelassen 
werden müssen, auf bekannte Weise bestimmt: . 

ßt* — ft *—i + ^ 3 **-» — j» s *•-> ± /»- 

— v { ßn#*-* — ßi (n— 1) fr* + ßi (n- 8) **-* } 

_^"fcfifcffl^_....} 6te .-0, 

r*-i- r ,t'^ + r a tr*-r,<r-'----±r. 

-v { y(»-2)<"-« — r,(«— S)t^-* + j-,(n— *)«^- s } 

+ ^ r fe^ft^_ B fizjlffi^ + ..„j 

+ «■[»• '"~ t) ^j l " Mi) ^ — "} *- ft 

Sobald c and t gefanden sind, so werden die einfachen Fac- 
toren des trinomischen Factors am leichtesten auf folgende Art 
bestimmt, wobei drei Falle zu unterscheiden sind: 
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1) v positiv t<2l/V 

2i/ =coa ys z i + tx + v = (x + jcosjp + s&ixtp\/— lj l/v) 
(x + {cosgp — siny J/— 1} J/ff) 

2) « positiv t>2\/v 

; X 3 + tX + V = 

3) r negativ 



Es wird hier bei \/v überall abgesehen von dem Zeichen, was v 
vor sich hat, and nur seine absolute Gröfse in Betracht gezogen. 

Bei der Anwendung dieses allgemeinen Satzes macht man den 
Grad der Gleichung immer zu einer geraden Zahl; wenn es nöthig 
sein sollte, durch Hinzufügung eines Factors (x + 0) oder durch 
Mnltiplication der Gleichung mit x, wobei «&, dann =Null wird. 

Äufserdem kann bei der Benutzung der oben entwickelten 
Art, die v durch lauter gerade Potenzen der Wurzeln zu bestimmen, 
der Zweifel entstehen, ob in den trinomischen Factoren v positiv 
oder negativ zu nehmen ist Will man diesem Zweifel ganz aus- 
weichen, so bestimme man nicht die trinomischen Factoren der 
gegebenen Gleichung selbst, sondern die trinomischen Factoren 
4er Gleichung, deren Wurzeln die Quadrate der ursprünglichen 
Wurzeln sind, oder der ersten unter den abgeleiteten. Diese 
Gleichung wird nämlich zu Wurzeln haben 1) die Quadrate der 
reellen Wurzeln der gegebenen Gleichung, die als Quadrate ihrer 
Natur nach positiv sind, und stets ein positives v geben müssen; 
2) die Quadrate der vollständigen imaginären Wurzeln der ge- 
gebenen Gleichung, die den trinomischen Factor x*-\-2g a co*2<px+g* 
geben, und also ebenfalls ein positives «; 3) die Quadrate der un- 
vollständigen imaginären Wurzeln unter den gegebenen, x + gy— 1, 
x — gy—1, wenn solche vorhanden sind, in denen y=>90° oder 
überhaupt von der Form (« -+- i) n, diese werden den trinomischen 
Factor x*~ 2g 3 x + g* also ebenfalls ein positives v geben; auch 
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kann nie der Fall eintreten, dafs die beiden einzelnen Factoren 
(x — g*) (x — g 1 ) getrennt würden, nnd sich so mit anderen za einem 
negativen v verbanden, da die v stets ihrer Grofse nach geordnet 
erscheinen, und folglich zwei gleich grofse lineare Factoren sich 
nothwendig zu einem trinomischen Factor vereinigen müssen. 
Wenn man auf diese Weise die trinomischen Factoren der ersten 
abgeleiteten Gleichung, welche etwa durch 

x 2 + fcj x -+■ v 2 
bezeichnet werden mögen, gefunden hat, wo v a nothwendig stets 
positiv sein mnfs, so hat man für die Factoren der gegebenen 
Gleichung 

v = ±\/v s , t = J/(V±2l/« a ), 
wo die Vorzeichen zusammengehören, und wobei man auch noch 
den Fall, dafs t positiv oder negativ sein kann, in Betracht ziehen 
mala. Bei reellen Wurzeln wird sich dieses leicht entscheiden, 
und bei imaginären kann man anch immer dfrect die Factoren der 
gegebenen Gleichnng selbst bestimmen, da v bei diesen immer 
positiv ist 

Ueberhaupt ist diese üngewifsheit über das Zeichen von v von 
keinem praktischen Nachtheil. Denn der Fall, wo man bei reellen 
Wurzeln es vorziehen mu£s, die trinomischen Factoren statt der 
einzelnen Wurzeln selbst zu bestimmen, tritt nur ein, wenn zwei 
Wurzeln gleich oder so nahe einander gleich ßind, dafs sie erst 
sehr spät sich von einander trennen lassen würden. Unter gleichen 
Wurzeln werden alle die verstanden, welche der absoluten Grofse 
nach ohne Rücksicht auf das Zeichen einander gleich sind oder 
nahe kommen- Ein solcher Fall ist an sich schon sehr selten, 
wenn er aber eintritt, so giebt es ein fast immer unfehlbares 
Kennzeichen, das oder die v, die zu reellen Wurzeln gehören, 
von denen zu unterscheiden, die von imaginären gebildet werden. 
Denn da alle reellen Wurzeln gleich in der ersten abgeleiteten 
Gleichnng nur positive Wurzeln geben, so kann irgend ein nega- 
tives Zeichen überhaupt nur dann in irgend einer der abgeleiteten 
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Gleichungen vorkommen, wenn die erste Gleichung imaginäre 
Wurzeln hat, und bei den verschiedenen Stufen, die m nnd mit 
ihm coBtny durchgeht, wird auch fast immer in einer der abge- 
leiteten Gleichungen in diesem Falle einmal ein Minnszeichen er- 
scheinen. Dieser Zeichenwechsel wird einem oder mehreren Coef- 
flcienten, in denen er zuerst sich gezeigt hat, wiederum in den 
meisten Fällen eigen bleiben, und kann besonders bei den höheren 
Potenzen der Wurzeln als ein sicheres Kennzeichen angesehen 
werden, dafs der Coefficient, welcher zuerst nach einem solchen 
Minuszeichen eine bestimmte Grenze erreicht, den Modul einer 
imaginären Wurzel enthält Man kann daher mit völliger Sicher- 
heit schliefsen, dafs wenn vor einem Gliede, wodurch ein v be- 
stimmt wird, ein anderes vorhergeht, welches bei den höheren 
Potenzen irgend einmal einen ZeichenwechBel dargeboten hat, das 
ans diesem Gliede erhaltene v nothwendig positiv ist, nnd wird nur 
bei den v, denen nie ein Zeichenwechsel vorangegangen ist, über 
das Zeichen nngewifs sein können, und also auch nur in diesem 
seltenen Falle zu dem vorgeschlagenen Mittel zu greifen 
brauchen. • 

Endlich wird es in jedem Falle zweckmässig sein, die beiden 
linearen Gleichungen in Bezug auf f, die aus den Ooefficienten «, 
und aaa-i hervorgehen, mit zu benutzen, so dafs man, vermittelst 
der zuletzt abgeleiteten Gleichungen, immer zwei f weniger als 
überhaupt erforderlich sind, bestimmt- 

Hat man auf diese Weise die erste Näherung für die Werthe 
von t und v, ebenfalls vermittelst der Logarithmen von 5 Deci- 
malen erhalten, so ist es eben so leicht wie bei den reellen War* 
zeln die genaueren Werthe zu finden. Die Gleichung 

m-fM + ^J~ A*-ta]+[«*gJ pf- 
ändet auch hier statt Hat der binomische Factor imaginäre 
Wurzeln, wo folglich 

^o 0o(cos9o + sinqpo V— *)> *« — — ?o(cosg>o — siny«, V— l). 
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so erhält mau durch Substitution von (— ,? ) n cos « <p für jedes a£, 
und (— g ) n sinwyo för jedes x' * den Werth von 

A*o) — K— ?o)" cos n^o] + [(—?(,)• siuny ]i/-l 
und flxi) - [(- ff )" cosny ] - {(- ft)» sin»y ] V—l. 

Auf gleiche Weise wird 

[nies] = [«(— ? )"cos«9J ] + [ n (— ?o)" sin»y ]V / — 1 
und [nx'v*] — [n(— #„)» cosM9> ] - [»(— &)" sinn^o] ]/—!■ 
Endlich wird wegen 

lg %« = lg (— 9t>) + lg(cösyo + sin y„ V/— 1) 
= lgC-?o)+1Pol/-l 
und Igx =lg(— 9) +fV— 1 

Alga^Alga, +AyoK-l 
und ebenso Algaj; = Algj — Ay (/— 1. 
Setzt man also, was immer erlaubt ist 
[(— 9ttP cos«(Po] = P cos Q [«(— 5o)" cosny ] = q cos ^ 
[(— ffo) n sinnyoJ^jPsinO [«(— #0" sin*?o] = ? s™^. 
so hat man die zwei Gleichungen 

O=.Pcos0+Psin£l/— l+^cos^+esinVl/— 1} {Alg0 o +Ay o (/— 1} 
0=PcosQ— PsinÖl/— l+jecos#— ?sinV^— 1} (Algj — Ag> i/— lj, 
aus welchen man durch Verbindung vermittelst Addition and Sab- 
traction erhält 

= P cos Q ■+■ q cos ty A lg3 ~ g sin V A <p 
= P sin Q + g sinV A lgj ■+• ? cos V A y 
oder nach gehöriger Elimination 

Ale,,— F "" ( y } M, 

wo der Factor M wie oben den Modulus des hriggischen Systems 

bezeichnet. Aus beiden kann man, wenn man es vorzieht, ableiten 

. , 2Pg cos(9-^+y ) 
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Die Rechnung kommt sonach im Wesentlichen auf die Sub- 
stitution von den beiden Werthen von a?* — (— #)" cosn? und 
x» — (— 0)» gin n<p hinaus, da die Ermittelung von «(— gf'cosnip 
und »(— #)" sinny, oder die Molliplication jedes Gliedes mit dem 
Exponenten der Potenz von x, welche in ihm vorkommt, kaum in 
Anschlag zu bringen ist. 

Sind beide Wurzeln reell, so snbstituirt man jede einzelne in 
die Gleichung, und bestimmt ihre Correction, wie oben gezeigt 
ward, oder wenn man es vorzieht, so kann man die Correction von v 
und t suchen. Die Substitution der Wurzeln giebt, wenn ]/v = g _ 

[(- 9M - A- [(- MÖ 1 )'] - -B, 

weil die beiden Werthe von x sind —g y(, und— ■&-, und daraus 

Vi 
folgen die Differentialquotienten in Bezug auf den Logarithmen 
der Wurzeln 

[«(-?oS/o)"]=i>. [«(-?»y; 1 )"]=«- 

Man hat folglich 

O= J 4+i){Algj + Algy tl ) 

= .B + g{Alg#)-Algyo}. 
woraus 

±A*»--*[j-fl 

und dann wegen Alg* = A]g& + Alg U + —J für Wurzeln, die 
gleiche Zeichen haben, folgen wird: 

= — I — cos i g> 2 + — - sin £ y 3 \ 
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and für A lg t = A ]g g + A lg ( j/ h für Wurzeln, die un- 

gleiche Zeichen haben 

±^~#+±} 

cosy l p 

In diesem letzten Satze ist durch die Ermittelung der trino- 
mischen Factoren die Auflösung der Aufgabe vollständig enthalten, 
und es wird nun keine Schwierigkeit haben, in dem allgemeinen 
Falle, wo imaginäre und reelle Wurzeln zugleich vorkommen, den 
Gang der Operationen und die Form des Endresultats zu über- 
sehen. Man kann dazu entweder die beiden oben gegebenen 
Formen für reelle Wurzeln und für imaginäre mit einander mul- 
tipliciren, wodurch man erhalten wird 

x*> + {[«»] + 1/«]}^-- 1 ■+- {[a»ö™] + [a»f n ] + y*»]} &-* 

-t-{[0«ft-C-] + [B-i-AJ + [0"p*»] + &*f *%&•-> 

+ t^ 2 "^ 2 "]}^"- 4 etc. =0. 

Oder noch einfacher betrachtet man jede Gleichung, nachdem man 
nöthigenfalls ihren Grad durch Multiplicatiou mit x zu einer ge- 
raden Zahl gemacht hat, als ein Product der trinomischen Factoren 

{x* + tx + v) (x* + fx + v 1 ) (a£ + t"a + v") . . . — 0. 

Wenn dann durch Erhebung der Wurzeln zur m* 8 " Potenz die Form 
erhalten ist: 

x* + Ci 0*~i + C 2 «8"-a + C s afi~- " + C t ««■-* . . . 4- C^ = 0, 
so findet im Allgemeinen, unter der Annahme, dafs v>v', v'>v", 
v" > v'" . . . bö*~0 > »w, und jede reelle Wurzel, welche zu einem v 
gehört, gröi'ser ist als jede zu einem kleineren v gehörige Wurzel, 
oder die Quadratwurzel aus einem kleineren v, das Verhalten statt, 
dafs nach der Gröfse der v geordnet: 
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Cäf+j-»"» 1 *»"* . . . fW"\ 
Die Coefficienten C„ C 3 , C h , überhaupt die von der Form C% r+I 
sind dagegen Functionen der verschiedenen (; wenn irgend ein v< r > 
zu einem binomischen Factor gehört, dessen Wurzeln reell sind, 
so wird C ir+ i die Form haben 

Csr+i — «""f"* w (r ~ i) " «r> 

wo a r die gröfgte reelle Wurzel ist, die zu v r gehört; das letztere 
hat dann den Werth a r b r und man findet durch Division 

Wenn dagegen i>< r > zu einem binomischen Factor gehört, dessen 
Wurzeln imaginär sind, so nähert sich C 2r -n nicht contirrairlich 
einer bestimmten Grenze, sondern hat stets Werthe, die niemals 
den WerÜi von 

überschreiten können. Der Coefficient C? r +1 behalt felglich immer 
schwankende , häufig mit dem Minuszeichen behaftete, Werthe, 
welches letztere, wenn es sich in irgend einer der abgeleiteten 
Gleichungen zeigt, ein unfehlbares Kennzeichen ist, dafs die ge- 
gebene Gleichung imaginäre Wurzeln hat Hat man durch Di- 
vision von 



die V gefunden, sie mögen zu imaginären Wurzeln gehören oder 
zu reellen, so benutzt man zur Bestimmung der t, wenn nicht mehr 
als 4 imaginäre Wurzeln vorhanden sind oder zwei t gesucht 
werden, die linearen Gleichungen, die sich für die t aus den Coef- 
äcienten «, und a%«-\ der gegebenen Gleichung finden. Werden 
mehrere t verlangt, so snbstituirt man die Werthe der verschie- 
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denen v in die oben entwickelten Gleichungen vom » toI ' und («— l) tol > 
Grade, und erhält durch die Aufsuchung ihres gemeinschaftlichen 
Divisors den Werft des zu jedem v gehörigen /. 

Im Falle endlich, dafs ein «W zu völlig gleichen Wurzeln ge- 
hört, so hat der Coefficient 6V-1-1 den Werth 

C 3r+t = 2v» v m . . . i#~U*«W ' m , 
denselben, welcher bei imaginären Wurzeln die änfserste Grenze 
bildet. 

Ausnahmen von dieser allgemeinen Kegel treten nur ein, wenn 
die obigen Bedingungen nicht alle erfüllt sind, wenn also z. B. 
gleiche reelle Wurzeln oder der Modul eines imaginären Wurzel- 
paares zwischen zwei oder mehreren reellen Wurzeln liegt, die 
der Gröfse der v nach zu einem und demselben v gehören. In 
diesem Falle ordnen sich die Glieder, die zu solchen Ausnahmen 
gehören, immer so, wie die Reihefolge der Coefficienten in den 
einfachen Factoren, welche diese Ausnahme bilden, sich darstellt. 
Wenn also 3 gleiche reelle Wurzeln vorhanden wären, die mit der 
näehststehenden ungleichen reellen Wurzel ein Product zweier bi- 
nomischer Factoren bilden werden, so ist wegen 
(x+a)* (x+b) = x* + (3a+5) & + (3a 3 -+-3a6) x* + (Batb+a*) x+a*b, 
für & O die Aufeinanderfolge der C 
Ckr »■ «"»«** , , . . ffr - 9" 
C 3r+ i = 3t»»p"*... $<■*-*>•* <#» 
<V« - Sd»it" . . . v<r-*> M o 3 ™ 

Gir+% =«" V M Bfr-O** ffl9" 

C 2r + i = ifl*v' n ^«"0^6™ = ^*'"... t*^o~t>M* «&*+■« ™. 

Und ganz ähnlich werden die übrigen Coefficienten der verschie- 
denen Potenzen eines Binoms sich in Fällen von mehreren gleichen 
"Wurzeln zeigen. Ebenso übersieht man leicht die Reihefolge, 
wenn b > a wäre. 

.Wenn eine reelle Wurzel gleich dem Modul einer imaginären 
wäre, und also wiederum mit der nachstangrenzenden reellen 

Encke'a AbhandL I. H 
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Wurzel verbanden, ein doppelter trinomischer Factor sieb, bildete, 
so geht die Form 
(x*+fx + g*)(z + 9 )(x+a) 
= x* + (a + f + g)x a +(ag+af+fg+g 3 )x t +(afg+ag*+ff*)x+ag*, 

im Falle a < g wäre, weil f m sich dem 2g™ möglicherweise nahem, 
nnd anf keinen Fall für immer dagegen als verschwindend be- 
trachtet werden kann, über in: 

x i + *x a + »x a + g tm x-t- «™ g*™ 
und folglich wird die Reihefolge der Coefficienten werden 

C 2r +i — anbestimmt nnd schwankend 
(hr+2 = unbestimmt und schwankend 
Qrt* «**>**... «fr-«« gW* 

C^r+4 = «"»'"... vlr-V" jfW 1 " O™ = P»« 1 " . . . »(<-«■' V«" «fr+«" 

und ganz ähnlich in allen andern Fallen. Gleiche Moduln bei 
mehreren Paaren imaginärer Wnrzeln werden drei aufeinander fol- 
gende unbestimmte Glieder geben, wenn zwei Moduln einander 
gleich sind, 5 aufeinander folgende unbestimmte Glieder, wenn 
drei Moduln gleich sind n. s. w. Es wird hiernach keine Schwierig- 
keit haben, sich in allen Fällen den Gang erklären zu können, und 
die Resultate daraus herzuleiten. 

Es mnfs hiebei beachtet werden, öafs wenn man immer zu 
geraden Potenzen erhebt, die Gleichheit der Wurzeln von der ab' 
soluten Gröfse ohne Rücksicht auf das Zeichen zu verstehen ist, 
und dafs eben deswegen das Zeichen der c, welche nicht zn ima- 
ginären Wurzeln . gehören, zweideutig ist, wenn man auf die ur- 
sprüngliche Gleichung zurückgeht. Die Zweideutigkeit hört auf, 
wenn toaft die Gleichung aufRist, welche den Quadraten der Wutzem 
entspricht. In ihr sind alle v positiv. Dasselbe gilt von den 
Zeichen der einfachen reellen Wurzeln, Über welche darch on- 
miffeltare Silbstitation' oder auf aaderm Wege stets zu entSchei- 
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Diese Ausnahmefälle von gleichen Wurzeln and Moduln er- 
fordern aber aufserdem noch, bei der Verbesserung der zuerstge- 
fundenen Näherungswerte, eine besondere Berücksichtigung. Denn 
wenn mau nicht aas der Natur der Aufgabe, welche durch eine 
Gleichung ausgedrückt wird, wcifa, dafs in aller Strenge gleiche 
Wurzeln vorhanden sein müssen, so giebt die erste Näherung, wenn 
sie auf gleiche Wurzeln und Moduln fuhrt, doch nichts anderes 
zu erkennen, als dafs diese Gleichheit innerhalb der Grenzen dieser 
ersten Näherung stattfindet. Sie kann aber nicht berechtigen, bei 
der Verbesserung der gefundenen Werthe diese Gleichheit beizu- 
behalten und vorauszusetzen. Es müssen daher die verbesserten 
Werthe durch eine Methode gefunden werden, welche über diesen 
Punkt entscheidet, abgesehen davon, dafs die oben angeführten 
Formeln für die Verbesserung der ersten Werthe die Ungleichheit 
sämmtücher Wurzeln und selbst eine merkliche Ungleichheit vor- 
aussetzen, welche mindestens das Doppelte der etwaigen Ver- 
besserung beträgt, und für die praktische Brauchbarkeit noch 
stärker sein mufs. 

Zur Erhaltung einer solchen Verbesserungsmethode setze man 
wie oben 

f(x) — (x + o) (x ■+- b) (x + c) (x + d) 

und bezeichne aufserdem das Product 

i+F J ')( 1 + lSF ! ')( 1 + ljM 

+ «.,/ + t,y , + i,y t 



h 


-^»){ 1+ -i 


durch die Form 




l + «,y 


so dafs 




1 

1 x-\-a 


1 1 

x+b x+c 



' x+d 



\_x+a J 

1 11 f 1 1 

(x+ä)(x+b) (x+aXx+c) (x+b)(x+c) \ßc+a)(x+b)J 



».„ T. — ^* 



(x+a)(x+b)(x+c) (x-Hi)(x+b)(x+d) [_(a;+a)(a:+6)(aH-c)J 
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oder « m die Summe der Combinationen der m Wn Ordnung ohne 
Wiederholung von den n Elementen ■ — — , ■ . -, etc. bezeichnet. 
Man wird nnn ohne Mühe finden, dafs jedesmal 
df(x) 



dx 



-«,/(*) 



i *m . . f(X ) 

1.2-3 &? -*TW 

T^3...m da* -VI?) 

sein wird. Es enthält nämlich („fW die Combinationen der («— m) Ua 
Ordnung von n Elementen (x + a), (a; + b), deren ob 

n(»-l) (w-2) (n-m+1) 

1.2-3 t» 

verschiedene giebt Jedes einzelne dieser Glieder differentiirt, 
giebt (n— m) Werthe, in welchen immer (»— m~ 1) solcher Elemente 

verbunden sind, zusammen sind also in - ", - -■ 
ax 

«(»—!) (n— 2) {n—m) 

1-2-3 m 

Glieder, deren jedes («—»»—1) Factoren enthält, und da in dieser 
Summe nur Combinationen von der (n— m— l)"" Ordnung enthalten 
sein können, und anch alle symmetrish darin enthalten sein müssen, 
solcher Combinationen aber nur 

n{n—l) {n—2) {n—m) 

1-2-3 (m+1) 

möglich sind, so mufs sich jede Combination (w+.l) mal wieder- 
holen. Oder es ist 
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woraus der allgemeine Ausdruck folgt. Wendet man nun auf f(x) 
den Taylor'schen Lehrsatz an und setzt man 

x = x° + &x°, 
so wird 

/w n ' dx° 1-2 dafi* 

Bezeichnet man also durch «S, die *„, welche den Factoren (x°-\-a), 
(x° + b), (x° + c) etc. entsprechen, und substituirt, so wird 

fix) = f(afi) { 1 + b° A x» + «," A «°' + V A a* 8 . . . . } , 
welche Reihe Glied für Glied der Taylor'schen Reibe entspricht, 
80 dafs das Resultat aus den m ersten Gliedern dieser Reihe voll- 
kommen identisch ist mit dem Resultat aus den m ersten Gliedern 
der Taylor'schen Reihe. Es" soll nnn f{x) Null werden für gewisse 
Werthe von x, also muXs, was auch x° für ein Werth sein mag, 
da nach der Form von f(x) die Taylor'sche Reihe, wenn sie ganz 
zu Ende gefuhrt wird, stets den strengen Werth giebt, ein Werth 
von Aa; gefunden werden, der der Gleichung 

= 1 + 8,° A^+^'A^ + tj'A« ' 

entspricht, und jedes Resultat, was aus dieser Form bei einer ge- 
wissen Anzahl Glieder gefunden wird, mufs eben so aus der 
gleichen Anzahl Glieder der Taylor'schen Reihe hervorgehen. 

Sei jetzt x° ein Werth, der einer negativen Wurzel sehr nahe 
kommt, etwa x° = ~ a", so wird Aa^ = «° — a eine kleine Gröfee 
der ersten Ordnung, deren verschiedene Potenzen nur dann in der 
Gleichung 

= 1 + c, A x» + e,° A x" a + V A oft* 

das erste Glied . ... 1 , . . aufheben können, wenn sie mit Factoren 
multiplicirt werden, deren Nenner ebenfalls kleine Gröfsen der 
ersten Ordnung zu den verschiedenen Potenzen von Ax erhoben 
enthalten, während die Zahler Gröfsen der O» 11 Ordnung sind. Ein 
solcher Factor wird in 

s '° = x°+a + ic + 6 + '"* == a — a°- + 6 — a° + '" 
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nur das erste Glied sein, wenn die übrigen Wnrseln so unter- 
schieden von a sind, (Ufa b — a°, c — cfl nicht als kleine Grö&en 
der ersten Ordnung betrachtet werden können. In diesem Falle 
werden auch die folgenden *,°, V— keine Nenner enthalten, welche 
als GröCsen der zweiten und dritten etc. Ordnung die Kleinheit 
von Ai ', iSafi* ... etc. aufheben, und eine merkliche Gröfse her- 
vorbringen könnten, weil die stattfindenden Combinationen ohne 
Wiederholung sind. Man findet folglich ohne merklichen Fehler 
Ax° ans 

_ 1 
a 

oder A«° = a (l — o. 

Vermittelst des ersten Differentials von f{x) wird man daher bei 
lauter angleichen Wurzeln and hinlänglicher Naherang an eine 
derselben, einen genaueren Werth finden, worin die Anwendbar- 
keit und Beschränkung der Newton'schen Aunroximationsmethode 
ausgesprochen ist 

Wenn aber aniser a noch eine zweit« Wurzel b dem a" so 
nahe liegt, dafs o— o° ebenfalls eine kleine Gröfse erster Ordnung 
ist, bo wird nicht allein 

. 1 1 

'* = <x — o° b — <*«* 

sondern es kommt nun auch in «,° ein Glied vor, welches mit Ax° 
Verbunden ebenfalls eine Gröfse P* 1 Ordnnng giebt, nnd nicht über- 
gangen werden darf. Nämlich ohne merklichen Fehler wird 

• 1 

* = (a-a°)(i-M)' 

Die Gleichung . = l+e, ll Aa^-f-*, Axfi* 

(Ais 11 \ / A ic° \ 

* "*" a — af> ) (* + % — o )■ 

Oder: Wenn zwei Wurzeln vorhanden sind, die -einander sehr 

nahe sind, !»o berechnet man v ™« ja* ^a bindet aus 

da? 1-2 dz * 
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der Auflösung der quadratischen Gleichung zwei Wurzeln, welche, 
zu dem Näherungswerthe - a° hinzugefügt, die wahren Werthe 
geben, die man sucht. Die folgenden e,\ *,° etc. haben hier weiter 
keinen Einlaufe. In der Regel werden, wenn a" und S9 reell sind, 
beide Wurzeln dieser quadratischen Gleichung reell sein; sind sie 
gleich) so sind diefHauptwurzeln innerhalb der Grenzen der neuen 
Näherung wiederum", als gleich anzunehmen. Sind sie aber ima- 
ginär, so hatte die Hauptgleichung zwei imaginäre Wurzeln von 
der Form a + ß\/—l und a — ßy—1. Indessen mufs in diesem 
Falle ß eine kleine Gröfse der ersten Ordnung sein, weil in e 1 die 
beiden Glieder für imaginäre Wurzeln 



x + a+ß y— 1 x + a — ß y—i 
sich vereinigen in 

2(x + a) 2 

x + a 

und also nur dann eine kleine GröJse der ersten Ordnung im Nenner 

geben können, wenn ß von derselben Ordnung wie a — a" ist. Auf 

df(x ) d 3 f(x°) 

die absolute Gröfse von ■ ' ■■■■• und — ^5-^ kommt es dabei nicht an. 

dx° dx° 3 

Es kann der Fall eintreten, dafs } , = Null wird, sowohl bei 

da; 

reellen als imaginären Wurzeln. Es ist aber unmöglich, dals alle 
Differentialquotienten, welche nöthig sind, zugleich Null werden, 
weil in diesem Falle die Aufgabe eine unbestimmte würde. 

Hiemit ist der Weg für alle ferneren Fälle angezeigt Wenn 
bei der ersten Näherung m nahe gleiche Wurzeln gefunden sind, 

so geht man bis zu & fort oder bis zu — ~£ri una " l öst ^ e Glei- 
chung vom m Un Grade auf. Diese Auflösung, die niemals in solchen 
Ausnahmefallen zu vermeiden sein wird, mufs immer zum Ziele 
führen, und wird es um so leichter, als durch den eingeführten 
Näherungswerth x n die Ax°, wenn sie verschieden sind, ein sehr 
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merkliebes Verhältnifs zu einander haben müssen, und die Schnellig- 
keit der Auflösung von diesem Verhältnifs der Wurzeln zu einander 
abhängt, wie schon oben bemerkt ward. Auch ist es ein Vorzug 
dieser Auflösungsmethode, dafs man von allen Wurzeln sehr ge- 
näherte Werthe findet, nnd folglich über die mögliche Anzahl 
einander sehr nahe liegender gar nicht in Zweifel sein kann. 
Für die numerische Rechnung ist es bequemer, zu setzen 

X=X" + Xf> jr— 

und die Taylor'sche Reihe zu schreiben 

' w " ' dafi afi T da? 3 \ a=° ) 

Es werden nämlich die Werthe 
fW-WV &yj&-[w**\, afi'm^-Wn-l)**], etc. 

aus dem ersten fix'') durch einfache Multiplication jedes Gliedes 
mit n (der Potenz von sfi, die darin vorkommt), mit [«— 1) u. s. w. 

gefunden. Der Werth . , den man findet, wird dann fast 

immer gleich Alg-x gesetzt werden können, mit Rücksicht auf 
den Modulus des briggischen Systems. 

Dieses Verfahren gilt allgemein für reelle iund imaginäre 
Wurzeln. Indessen ist es vielleicht nicht Überflüssig, in Bezug 
auf die letzteren eine nähere Entwickelung hinzuzufügen. Wenn 
zwei Paare imaginärer Wurzeln von der Form ce ± ß [/— 1 und 
und a'±ß']/—l einander so nahe liegen, dafs die erste Näherung 
gleiche imaginäre Wurzeln von der Form c& ±fi° \/— 1 gegeben hat, 
so braucht hier nur der Fall betrachtet zu werden, wo ß° eine 
merkliche Grßfse hat, weil der andere, wenn ß° sehr klein ist, 
sich aus der Substitution der reellen Wurzel x° = — «° ergeben 
würde, wie oben bei zwei gleichen reellen Wurzeln angeführt ist. 
In diesem Falle wird »,* den Werth haben, wenn ie° => — o° — jS° 1/— 1 
substituirt ist: 
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B-«P + (j!-jJO)l/-l "•" «'-«<• + (fl'- ß*) |/-1 ' 

denn die Verbindung von — efl— fi> [/— 1 mit a—ß j/— 1 und «*-£' \/— 1 
wird in dem Nenner die sehr merklichen Gröfsen —(ß-hß*) (/— 1 
and — (ß'+ß ) ]/— 1 einführen, die sich nicht gegenseitig vernichten. 
Passelbe wird in e,° stattfinden, welches den Werth erhält 

1 

(«- «° + 0* -/S°)K-i) («'-«° + GS' ~ß°)v-i) ' 

Die späteren Werthe von V. *«" haben keinen Einflufs. Man wird 
also aas der Gleichung 

dafi xf> 1-2 dx» 3 \ x* r 

wenn fori 11 der Werth — «° — 0° v/— 1 gesetzt ist, die beiden 
Wurzeln für A:c° erhalten aus der Gleichung 

{A^ + a-a° + G3-/S°)l/-l}{Aa* + a'-a« + OS'-^)|/-l}=0 
und auf dieselbe Weise, wenn — a" + ß l> ]/— 1 substituirt ist, aus 
{Ax^ + a-a<>-(ß-ßO)\/-l}{Aafi + a , -af>-iß'-ßO)y-i} = 

und die Verbindung dieser beiden Gleichungen vom zweiten Grade 
in Bezug auf A;c°, die man so erhält, wird eine Gleichung vom 
vierten Grade geben, nämlich: 

{&afi + a-a*>±(ß-ß«)\/-l} { Aa^ + a 1 -««±(jS'-/S°)|/-l} = 0. 

Sind deshalb die Wurzeln wirklich ungleich, so mnfs man durch 
unmittelbare Substitution entscheiden, welches Wurzel-Paar zu 
«° + /S°l/— 1, und welches zu a a — ß°]/^-l gehört Ebenso wird 
man bei drei nahe gleichen Paaren imaginärer Wurzeln auf eine Glei- 
chung vom ß* 111 Grade geführt, bei vieren auf eine vom achten u. s. w. 
Die Form dieser Gleichungen wird sich am leichtesten über- 
sehen lassen, wenn man setzt 

a° = r° comp /S = r°sin(p 
und damit 
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[(— r*)» cob w y°] - P cos Q [(-»*)" sin n y°] — P sin Q 

[n(— r°)»cosny°] — e cosV [("(— r°)" sin*? ] =q sin# 

[n(n— 1) {— r )" cosny ] = $' cos^' [n(n— 1) (— r*)" sinny ] = (>' smV'' 

[«(«— 1) (n— 2) (— r )" cosny ] = g" cosV" 

[«(n— 1) (n— 2) (— r )» ain« y°] = <»" sin V" etc. 

Es wird dann die Gleichung ans der Substitution von 

0- Pcos^+pcos^-^+i^cos^'^J +i«"cosV"^j ... 

{A;c° /Aa°\ a /Aat°\ a I 

Psk^ e 8in^-^-+l«'sin^^)+te''sin^'^j...jl/-l 

oder wenn man die 1/— 1 wegschafft 

{Ak° /Aa^\ s /{\x°\ s \ 2 

Pcm C+? cob^ -^- +4 ß' cost^-^-J +ie"cos^' ^J .... j 

f Ax° /Aa^\ 9 /Aa^V l s 

+ jPsinO+ P sinv-^--t-ie'ßiiiV''(- S rJ +i<»"siiiV"(^rJ — j . 

welche letztere Gleichung ebenfalls für die Substitution von 
x" = — cfi + ß" 1/— 1 gilt, bo dafs man immer nur auf eine Gleichung 
von demselben Grade mit der Anzahl der imaginären Wurzeln 
geführt wird. 

In den einfacheren Fallen, wo zwei Paare oder drei Paare 
imaginärer Wurzeln gleich sind, kommt man indessen noch ein- 
facher znm Ziel, und ohne alle Zweideutigkeit, wenn man bei der 
ersten aus der Substitution von x°— — a° — jS°i/— 1 allein hervor- 
gehenden Gleichung stehen bleibt, und diese Gleichung auflöst. 
Man bekommt dann unmittelbar die Werthe von a—^+iß—ß") \/—\. 
und von «' — «° + (ß 1 — ß°)i/— 1. Diese Gleichungen unterscheiden 
sich freilich von den gewöhnlichen dadurch, dafs ihre Ooefficienten 
imaginäre GröTsen sind, aber für die Fälle, für welche man Glei- 
chungen direct auflösen kann, also bis zum 4** n Grade, oder bis 
zu vier Paaren nahe gleicher imaginärer Wurzeln, wir.d mau diese 
Auflösung fast mit derselben Leichtigkeit wie bei reellen Ooef- 
ficienten machen. Es mögen hier noch die einfachen Formeln für 
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die Auflösung einer solchen quadratischen Gleichung mit imaginären 
Coefficienten folgen. 

Die imaginären Coefficienten lassen sich leicht dividiren und 
mnltipliciren, wenn sie auf die Form icos/*-t-Asin/*v'— 1 gebracht 
sind, weil 

i cos^iisin;* y— 1 X , . . . , ,, . „ 

Man bringt also die gegebene Gleichung 

= Pfcos Q + sjn<2 y 1 — 1) + e (cos ^ + sin ip y—1) — -p- 

/ An \* 
+ 1 e' (cosv' + sin#' /— 1) ^— ^-J 

zuerst auf die Form 

(■^Pf +y- (cm (*-*') + >to <»-<•■) t'-i)-^r 

+ ^ (cos (0 - V') + sin (<2 - V') r'-l) - 0, 
woran« 

Aa° g (cos (t/> — y') + sin (y — V>') V — 1) 

*• ~ ' «' 



1 / g'(cos2(i//-V» l H-sin2(»-V/ l )/-l>-2Pt' ( 



Setzt man jetzt, was immer erlaubt ist 

i' cos2)' - (' cos2 (ifi - V') - 2Pj' cos((>- «>') 
(Psin2 ? -j a sin2(t(i-iS')-2Pc'sin(e-v'). 

so wird 

Ag° _ g(cos(^-^)+sin(y— yQy'-l) J(eoBy + sin:y/— 1) 

*" ** e' «' 

Nim ist 

Setzt man also 

tt—a° = l wbL ß — F' = l iöbL 

o° = r°cosy° 0° = r° siny", 
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so wird 

—g, -ä coa(L -tp^-h-f- gm(L- gfl) Y-l, 

folglich wird man erhalten 

-j- cos {L — y°) = — ^-eosftfr — tf>')±— — cosy 
- - 8in(£-y ) = --^- 8m(v-V')±-7-8inr. 

Wenn man den wahren Werth von x dnrch 
— rcosy— rsiny y— 1 

ausdrückt, so wird 

r° cosy + / cos L = r cosjp 

r* sin 9»° + 2 sinL = rsiny 
oder r° + Zcos (L — tffi) = r cos (y — 9>°) 

l sin (L — y°) = r sin (g> — 9>°) 
so dafs 

-ö-cos(<p — y°)=l — -n-cos(V— V')±—r cosr 

-£- sin (y - y°) - 

wobei die doppelten Vorzeichen so zu nehmen sind, dafs die obern 
»nsaramengehören nnd auch die untern. 

Die sammtlichen Formeln für zwei Paare gleicher imaginärer 
"Wurzeln sind also folgende: 

Man bestimmt ans den Substitutionen von (— r )* coswy für xfi" 
nnd (— r )" sin y für xf" die Werthe P, Q, $, ip, e\ fy'. Dann 
setzt man 

d 3 cos2y = e a cos2 bf - #') - 2P«' cos (Q - V) 
d 2 sin 2 >■ = e s sin2 (tf> - xp') - 2 P & sin {Q - tp) 
und hat sofort: 



13,' 



3 (tp — y») = 1 V COS (^ - «/*') ± — T OSr 

— j- sin {*f — *f°) = — V sin (rf> — tp') ± — r siny. 
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Für den ersten Werth kann man bei der Kleinheit von g>'—gfi 



Werth y — y*. Man wird dann in den meisten Fällen schreiben 
können: 

-=jr Algr = — ^-cos(V — V')± —rcosr 

Ay° - 

In diesen Ausdrücken sind sowohl die für gleiche Wurzeln ent- 
halten, für welche Q = tft = ip' = Q, als auch läfst sich ans ihnen 
die oben gegebene Bestimmung der verbesserten Werthe bei un- 
gleichen "Wurzeln herleiten. Es ist wegen des doppelten Vor- 
zeichens ± gleichgültig, welchen Werth von y man ans 2y wählt, 
da es freisteht, sowohl y als 180 + y zu nehmen. Für drei Paare 
gleicher imaginärer Wurzeln wird die Cardanische Formel sich 
ebenfalls ganz bequem gebrauchen lassen. 

In dem hier Gegebenen ist die Auflösung der Aufgabe voll- 
ständig enthalten. Es kann kein Fall vorkommen, der sich nicht 
in aller Strenge durch die angegebenen {Ausdrücke lösen liefse. 
Ungleiche Wurzeln, reell oder imaginär, trennen sich von selbst, 
und bei gleichen oder nahe gleichen Wurzeln sind leichte und 
strenge Mittel gegeben, von einem gemeinschaftlichen Näherungs- 
werthe aus entweder der völligen Gleichheit der Wurzeln sich zu 
versichern, oder die einzelnen Wurzeln selbst zu berechnen. Bei 
einem praktischen Gegenstande wird es jetzt noch ein Interesse 
haben, an einigen Beispielen [den Gang„der Rechnung kennen zu 
lernen. 

Als erstes Beispiel möge die Gleichung siebenten Grades 
dienen, wodurch nach Gaufs die Punkte auf einer gegebenen Ab- 
scissenlinie bestimmt werden, welche für die mechanische Quadratur 
das möglichst vorteilhafte Resultat geben, wenn man überhaupt 
nicht mehr als sieben Ordinaten anwenden will. Diese Gleichung 
heilst 
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, 7 , 63 . 175 , 175 . 63 . , 7 1 

" -T* + i3^--5T^ + ÜS *~ 28T^ + T29- it -3i32- a 

Sacht man hier zuerst die Logarithmen der Coefficicnten auf, 
welchen die Zeichen ebenso wie den Zahlen vorgesetzt, werden, so 
wird die Gleichung: 

a: 1 - 0,5440680 x* + 0,6853971 afi - 0,5270347 x* + 0,0877020 *■ 

- 9,3429745 x* + 8,2126407 x - 6,4644527 - 0. 

Es ist für die Rechnung angenehmer, keine Logarithmen von 
Brüchen zn haben, weil man bei der Erhebung zu sehr hohen Po- 
tenzen immer dann beachten mufa, ob — 10 oder — 20, oder ein 
anderes Vielfaches von 10 von der Charakteristik, abgezogen wer- 
den mufs. Mau lege deshalb zu dem Logarithmen aller Coeffi- 
cicnten ein Vielfaches einer solchen Zahl hinzu, welche die Bruche 
wegschafft, und zwar zu dem Coefficienten von «*~ r das r fache 
dieser Zahl, so wird man alle Wurzeln mit einem bestimmten 
Factor multiplicirt erhalten. Kann man dabei bewirken, dafs «*, = 1 
wird, so wird die Rechnung etwas bequemer. Hier wird der Zweck 

10 — 6 4644527 
erreicht, wenn man die Vielfachen von *= — 0,5050782 

hinzulegt. Die Gleichung wird dann 

*' - 1,0491462 x* + 1,6965535 ** - 2,0422693 x* + 2,1080148 * 8 

-1,8688655*» + 1,2481099* -0,0000001 =0. 

Bei dem Anfange der Rechnung zeigt sich hier sogleich, dafs 
man mehr als fünf Decimalen bei den ersten Erhebungen zu hohem 
Potenzen anwenden mufs. Denn es wird z. B. 

lg«,* = 3,39111 

lg -2 «,«, = - 3,39245 

hj + 2^ = + 2,40904. 
Wenn aber die Differenz zweier Logarithmen so klein wie hier ist, 
nur 0,00134,' so bewirkt nach den Gaufs'ischen Tafeln die Unsicher- 
heit einer einzigen Einheit in der letzten fünften Stelle schon 
einen Fehler von 330 Einheiten in dem Logarithmen der Differenz, 



h ; . .Google 



Allgemeine Auflösung der numerischen Gleichungen. 175 

so dafs sich das Resultat gar nicht verborgen läfst Man wird 
also die beiden ersten Erhebungen hier mit 7 Decimalstellen aus- 
fahren müssen, so wie es überhaupt Tortheilhaft ist, die ersten 
Erhebungen möglichst genau zu machen. Die Fehler in denselben 
pflanzen sich zu beiden Seiten in vergrößertem Maafsstabe fort, 
besonders bei Gleichungen wie diese mit lauter reellen Wurzeln, 
in denen immer Sabtractionen vorkommen. Man findet so: 

Pot&u der Wurzeln =2 l 
i» 7 + 1,4180048 x* + 2,3959870 x 6 + 3,0189949 «* + 3,2738401 «" 

+ 3,0739348 x* + 2,2004297 « + 0,0000002 = 0. 

Potenz der Wurzeln = 2 2 
x> + 2,2735725 «« + 4,0410890 « B + 5,3386202 «* + 6,0534451 x* 

+ 5,9093643 x* + 4,3578860 x + 0,0000004 - 0, 

Von hier an kann man mit fünf Decimaleu rechnen, weil sich 
doch, des eben bemerkten Umstandes wegen, auch bei sieben De- 
rmalen die letzten Stellen nicht verbürgen lassen werden. Die 
kleinen nöthigen HUlfsmittel, bei den grofsen Charakteristiken 
eine Anzahl Einheiten erst wegzunehmen, und nach gemachter 
Addition und Subtraction wieder zuzulegen, wird jeder Rechner 
sich selbst machen. Schon von jetzt an sind die' Producte der 
entfernter stehenden Coefficienten wenig merklich. 

Potenz der Wurzeln = 2 a 
«' + 4,12868«"+ 7,61495 « B + 10,36176«*+ 11,96640 « a 
+ 11,783J3 %* + 8,71441« + 0,00000 = 0. 

Potenz der Wurzeln = 2* 
x -1 + 7,97094 « fl + 15,03723 « B + 20,65592 «* + 23,91840 « 3 
+ 23,56553 « s + 17,42882« + 0,00000 = 0. 

Potenz der Wurzeln = 2 6 
* 7 + 15,81746 afi + 30,04231 « 5 + 41,30800 «« + 47,83679 « B 
+ 47,1310s« 3 + 34,85764* + 0,00000 - 0. 
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Potenz der Wurzeln ■» 2* 
*' + 31,61214««+ 60,08366*»+ 82,61698 *« + 95,67358*» 

+ 94,26212*» + ; 69,71528 * + 0,00000-0. 
Potenz der Wurzeln — 2 7 
x' + 63,22365 *« + 120,16732 x> + 165,231% *' + 191,34716 *» 

+ 188,52424 *» + 139,43056 * + 0,00000 - 0. 
Hier wird die Rechnung geschlossen. Bei allen andern Coef- 
flcienten sind schon die neuen Werthe die reinen Quadrate der 
früheren, and auch bei «j wird «,* — 2ßj nicht mehr von o, 1 sich 
unterscheiden. Es sind folglich alle Wurzeln reell, und wenn man 
die Logarithmen nach einander snbtrahirt, so hat man 

lg«.»«- 63,22365 lg a - 0,493935 

lg 6"»- 56,94367 lg 0-0,444872 

lg c"»~ 45,06464 Ige -0,352067 

lgd» 8 - 26,11520 lg d — 0,204026 

lg e'»» - 126,17708 - 128,0 lg e - 9,977946 

lg/"»- 78,90632-128,0 lg f- 9,616456 

lg g m - 116,56944 -256,0 lg o- 8,910699 

Zieht man Ton diesen Wurzeln den oben hinzugefügten Logarithmen 
0,5050782 ab, so hat man die wahren Wurzeln der gegebenen Glei- 
chung 

lg 0-9,98886 
lg 4 - 9,93979 
Ige -9,84699 
lg d - 9,69895 
lg e- 9,47287 
lg t- 9,11138 
lg g- 8,40562 

Werden die negativen Werthe dieser Wurzeln, um ihre Zeichen 
kennen zu lernen und sie zn verbessern, in die Gleichung substi- 
tnirt, so zeigt sich, dafs sie keinen Fehler geben, der anch noch 
bei einer Rechnung mit sieben Decimalen bemerkt werden könnte. 
So z. B. Sndet man für lg* - 9,9397900 
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»'- + 0,3789047 


7«'-+ 2,6523329 


a, z' = - 1,5233790 


6«,! 1 9,1402740 


a,x s -+ 2,4229648 


5« g z t - + 12,1148240 


«,z*-- 1,9328347 


4«,^-- 7,7313388 


«,:!?_ + 0,8073689 


3 «,*• = + 2,4221067 


«,i" — 0,1669377 


20,1'-- 0,3338754 


a,x - + 0,0142047 


«,* — + 0,0142047 


<*, - - 0,0002914 


(?/Tj! ) 


f(x*) - + 0,0000003. 


rc° . V. =— 0,0020199 


Eis würde folglich 




-rVAleiC 1 . 


-0,0000003 



- 0,0020199 ' 

wenn überhaupt der Werth von f(x°) verbürgt werden könnte, was 
hier keineswegs der Fall ist, da 3 die achte bedeutende Ziffer ist 
in den Zahlen, aas denen f(a?) gebildet wird, während schon die 
siebente ungewifs sein mufs. Will man also hier die Logarithmen 
der "Wurzeln verbessern, so mnfs man bei der Substitution Loga- 
rithmen von 10 Decimalen anwenden oder unmittelbar aubstituiren, 
eine Mühe, die hier unnöthig scheint, da Gaufs die Wurzeln bis 
auf 16 Decimalen gegeben hat, so dafs man den strengen Werth 
mit dem gefundenen genäherten vergleichen kann. Die Loga- 
rithmen der wahren Wurzeln und die Unterschiede von der eben 
gefundenen ersten Näherung sind: 



o - 9,98881 


Unterschied 0,00005 


8 - 9,93990 


0,00011 


e - 9,84691 


0,00008 


d - 9,69897 


0,00002 


e- 9,47287 


0,00000 


f- 9,11138 


„ 0,00000 


g - 8,40562 


■ „ 0,00000 



Die Wurzeln (nach meiner Benennung) sind alle negativ. 
Obgleich diese Unterschiede für die erste Näherung sämmtlich 
höchst unbedeutend sind, der gröfste =toöö des Ganzen, so sieht 
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man doch, dafe sie im Grunde blofs von dem bemerkten Umstände 
bei «a in der ersten Potenzirung herrühren. Ich habe dieses Bei- 
spiel als das ungünstigste unter den mir bekannten bei der ersten 
Näherung gewählt, wie überhaupt die Lage von sieben reellen 
Wurzeln, sftmmtlich zwischen und 1, bei jeder Methode wegen 
der Notwendigkeit, mit größerer Genauigkeit, als man sonst bei 
den ersten Versuchen zu tbun pflegt, zu snbstituiren, die Lösung 
erschwert haben würde. Die Vergrößerung der Wurzeln allein 
würde bei keiner Methode wesentlich zur Erleichterung beigetragen 
haben. Hätte man übrigens, wozu aber kein Grund vorhanden 
war, dem oben gefundenen "Werthe von f(x°) trauen wollen, so 
würde man erhalten haben 

Alg brigg. x° - + 0,000065, 
wodurch man der Wahrheit näher gekommen wäre. Ein Zeichen, 
dais die Ueber ein Stimmung der ersten Näherang nicht blofs zu- 
fällig war. 

Als zweites Beispiel kann die höchste Gleichung dienen, 
welche Fourier in seinem vortrefflichen Werke pag. 111 unter 
den Beispielen aufführt: 

a: 7 — 2sfi — 33 8 + 4:e 9 — öar + 6-0. 
Potent der Wurzdn = 2 l 
x> + ±afi — 2a 6 — 2 ; z i + 29a! B — 14 as" — 23» + 36-0. 
Potenz der Wurzeln = 2 S 
x* + 20 x* + 78 x» + 54 x* + 589 x 8 + 1386 x 8 + 1537 x + 1296 - 
oder nm von jetzt an Logarithmen zu gebrauchen 
x 1 + 1,30103 sfi + 1,89209 x 6 + 1,73239 x* + 2,77012 x 8 + 3,14176 x* 
+ 3,18667 x +3,11261=0. 
Potenz der Wurzeln = 2 8 
x 7 +2,38739 x* + 3,70774 x 5 - 4,56350 x* + 5,58565 x 8 + 5,39859 x 1 
- 6,08996 x +6,22522 = 0. 
Die Minuszeichen in der zweiten Gleichung zeigten schon an, 
daie imaginäre Wurzeln vorhanden seien. In der letzten Gleichung 
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kann man ans dem Orte der Minuszeichen mit Sicherheit schliefsen, 
dafs der Coefflcient von x" einen Modal, und das bekannte Glied 
einen zweiten Modal geben wird. 

Potenz der Wurzeln = 2* 
a 7 + 4,69313 x* + 7,64995 x 5 - 9,39198 a* + 11,18657 a» 
+ 11,94810 x*+ 11,82750 a; +■ 12,45044 = 0. 

Potenz der Wurzeln =2 B 
x T + 9,37002»«+ 15,34998 jc>- 18,87658 a* + 22,44623 » s 
+ 23,75387 a; 8 - 24,65849 a; + 24,90088 = 0. 

Potenz der Wurzeln — 2 fl 
x">+ 18,73971 x*+ 30,70300 a*- 37,83535 x*+ 44,89718 & 
+ 47,76037 x*+ 49,06887 x + 49,80176 = 0. 

Potenz der Wurzeln = 2' 
x^ + 37,47942 x*+ 61,40601 x*~ 75,51594 x*+ 89,79441 afi 
+ 95,49682 a? + 97,80854 a; + 99,60352 = 0. 

Potenz der Wurzeln = 2 8 
x> + 74,95884 afi + 122,81202 x s - 151,32153 x* + 179,58882 x* 
+ 190,99129 x a + 195,21132 x -+- 199,20704 = 0. 

Hier schliefst die Rechnung, da alle Coefncienten, mit Aus- 
nahme zweier, zu imaginären Wurzeln gehöriger, welche durch 
die Minuszeichen angedeutet waren, reine Quadrate sind and im 
Fortgange der Rechnung keine Veränderung wurden erleiden 
können. Zieht man jeden Torhergehenden Coefncienten von dem 
folgenden ah, so geben die Verbindungen der Coefncienten von 

x" 1 und x* lg a 858 = 74,95884 lg a = 0,292808 

x* und x* lg ä 8M - 47,85318 lg b - 0,186927 

a? und x* unbestimmt 

x b nnd a? lg g 6ia = 56,77680 lg^ 8 =0,221785 

s 8 und x % lg c m = 11,40247 lg c — 0,044541 

x 8 nnd x unbestimmt 

x 9 und xf> lgy 6 "= 8,21575 lg ^ s = 0,032093 
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Da hier nur zwei Paare imaginärer Wurzeln sind, so kann 
man die beiden in Bezug auf / linearen Gleichungen, die sieb 
aus Oi und a t ergehen, anwenden. Hiezu ist es aber erforderlich, 
erst des Zeichens von o, 6, c sich zu versichern. Eine beiläufige 
Substitution zeigt, dafs a positiv ist, b negativ und c negativ. 
Denn es geben z. B. bei c, wenn man lg # = 0,044541« (oder 
negativ) substituirt, die ungeraden Potenzen x 1 , x 6 , &*, x den 
Werth der aas ihnen erhaltenen Summe 

= + 10,9106 
und die geraden Potenzen x*, x* und x*> den Werth der aus ihnen 
erhaltenen Summe 

= + 10,9106 

Es mufs folglich ein positiver Werth von x substituirt werden, 
oder c negativ genommen. Die beiden linearen Gleichungen sind 
a + 6 + c + / ? +/' = « 1 =0 
g 2 g' a (ab + ac + bc) + abcg a f + abc g' 2 /"= a 6 = — 5, 
welche in Zahlen ausgedrückt werden 

f+f- + 0,68341 
3,60055 f+ 5,57264 f = + 1,25927 
woraus man erhält 

f= -t- 1,29258 /* — — 0,60917. 

Die erste Näherung giebt daher die linke Seite der Gleichung als 
das Product der Factoren 
(x + 1,96249) (x - 1,53790) (* -1,10800) (x* +1,29258 x+ 1,66642) x 

(««-0,60917 a:+ 1,07669). 
Will man diese Werthe verbessern, z. B. den ersten der beiden 
trinomischen Factoren, so findet sich für ihn 

lg r° = 0,11089 9>° = 59° 57' 2ö;'3. 

Der leichteren Rechnung wegen nehme man aber <p ö in runden 
Zehnern von Secunden, etwa 

y° = 59° 57' 20". 
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Man erhält damit 

-r»' 0087»« - — 3,0148035 

— «s r«' cosöoi» - + 3,5605688 

— o 4 r°" cos3«J« 6,4534218 

+ o s r« s cos2«/ - - 3,3238460 

— n, r« cos «/- + 3,2315655 
bek. Glied ... - + 6,0 

[(— r )" cosw<p°] — + 0,0000630 
ferner 



— 7 r" ' cos 7 ?;•- — 21,1036245 

- 5«, r«" cosöcj» - + 17,8028440 

-3«, «•' cos3oi» 19,3602654 

+ 2a 5 f» a cos2cp -- 6,6476920 

- a,r> cos <?•- + 3,2315655 
[n(-r°)» cos»«/] 26,0771724 



— r° sin7oi° — — 5,1 

- o, r» 1 sinöop» - - 6,2226992 

- «, r»' sin3< - + 0,0150177 
+ «, !■»' Bin2oj» - + 5,7777520 
-«,r» sin <- + 5,5872230 

[(-»*)• sin»? ] - + 0,0003709 



— 7r° sin?? — - 
-5«, r« 1 sinöo/ - - 31,1134960 
-3o 1 r« s sm3ni 1 -+ 0,0450531 
+ 2o s «•■ sin2«;« - + 11,5555040 
— « 8 r° sin y° = + 5,5872230 
[»(-r«)" sin»«/] 50,0241741. 



Hieraus folgt dann weiter: 

lg P- 6,575433 lg« -1,751380 

g-80 o 21'35;'7 v» - 242° 28' 2»5 

und damit 

Algr»- + 0,0000027 -58 A«)- + 0; , 42 
so dafs lgs - 0,1108927 -5« op - 59° 5T 20|'42. 

Anf ähnliche Art wird g' und <p' genauer gefunden und für 
die reellen Wurzeln hat man z. B. für a 
lg o°- 0,292808 
— o 0, --112,112997 —7««'- — 784,790979 

-a a «» 5 -+ 58,219704 -5«, <••" = + 291,0 



-a t a°' = + 22,674894 


-3o 1 o» , -+ 68,024682 


+ «,«''-+ 15,405508 


+ 2«jO« a -+ 30,811016 


-«,»• _+ 9,812460 


- o,o» -+ 9,812460 


bek. Glied -+ 6,0 


[«(->•] --385,044301 


[(-a°)"] 0,000431, 
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woraus Algo — — 0,0000005 \ga = 0,2928075. 

Die Verbesserung jedes einzelnen Werthes, isolirt för sich, giebt 

zuletzt die Factoren der Gleichung: 

{x 1 - 0,6092132 x +1,0766801 } {x* +1,2926302 x + 1,6664238 } 
{x + 1,9624901 }x{x~ 1,5378905} [x- 1,1080166}, 
welche, da jeder für sich gefunden ist, die Prüfung der Rechnung 
gewähren, dals sein mufs 

o + b + c + /•+/•=.«!=. 0. 

Die Werthe der ersten Näherung sind in diesem Beispiel so 
nahe der Wahrheit, wie man es für fünfstellige Logarithmen kaum 
erwarten durfte. 

Als drittes Beispiel einer Gleichung mit mehr als vier imagi- 
nären Wurzeln kann die Gleichung dienen 
a: T + 3a* + 6~0 

Potenz der Wurzeln = 2 1 
a:' + 9ar* + 36s 3 + 36 = 0. 

Potens der Wurzeln =2 a 
x i + 81 x * _ 648 x* + 1944 x* - 2592 x + 1296 = 0. 

Potenz der Wurzeln = 2 S 
xi - 1296 x* + 11745 x* + 104976 x* + 629856 x* + 1679616 x 

+ 1679616 = 0. 
Von hier an Logarithmen: 

Potenz der Wurzeln =2* 

x'+ 3,41364 a* + 6,27636** + 8,60926 x*- 9,91005»" 

+ 10,92186 x* + 11,84836 x + 12,45042 - 0. 

Potenz der Wurzeln =2 B 

x-< + 6,46828 ofi + 12,16012 x* + 17,29346 x* + 17,89851 a* 

+ 22,31679 a: 3 + 22,41671« +24,90084 = 0. 

Potenz der Wurzeln =2' 

a;' + 12,75961 x* + 23,97079 a* + 34,58689 x* - 39,91125 x* 

+ 44,63668a? -47,51776 a; +49,80168 = 0. 
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Potenz der Wurzeln ™ 2 7 
x 1 + 25,49393 x* + 47,63345 a* + 69,17378 x* + 79,618323* 

■+■ 89,26074^ + 94,72963*+ 99,60336-0. 

Potenz der Wurzeln = 2 a 
x- 1 + 50,98747 x* + 94,96298 x* 4- 138,34756 x* + 158,73567 x* 

+ 178,52144 x* + 189,15081 x + 199,20672 = 0. 

Eier wird die .Rechnung geschlossen, weil die Coefficienten von 
aP, x*, x 2 und das bekannte Glied reine Quadrate bleiben. Die 
negativen Coefficienten von x* und x in der 6 Mn abgeleiteten Glei- 
chung, zeigen, dafs die Coefficienten, die auf sie folgen, zwei Mo- 
duln bestimmen werden. Auch der Coefflcient von a; B ist in der 
dritten abgeleiteten Gleichung negativ. Es ist deshalb sehr wahr- 
scheinlich, dafs auch der Coefficient von x* einen Modul bestimmt 
Die erste Wurzel ist reell. Aus der successiven Division erhält man 

lga"« -50,98747 lg« =0,199170 

l g? sia _ 87,36009 lg^ a =0,341250 

l g3 ' B12 =40,17388 \gg ,a =0,156929 

lg g" m = 20,68528 lg g" 2 = 0,080802. 

Um die zu den verschiedenen g gehörigen f zn finden, wird 
die Gleichung zn einer vom achten Grade gemacht. Es ist dann 
«1=0, «a = 0, «s = 3, «« = 0, «6 = 0, ob = 0, «7 = 6, a 8 = 0, 
womit die ß and y werden 

0=1, ft= 6r-«, ß a = 0, /» a -3, A-0,- 

r-i, n—4r-\ r» = o, r 8 = 3. 
Die beiden Gleichungen für ( werden also 

='(*- 6r~« /* — 4r> tf> + (18r~* - 3) t + 2r* 
= i 8 + 6r-6* a -2r a * — (6r-* +3). 

Wird hier zuerst lg r 2 — 0,34125 snbsütuirt, und die Coefficienten . 
logarithmisch mit vorgesetztem Zeichen geschrieben, so stellt sich 
die Division beider Gleichungen in einander so: 
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- f - 9,75440 f - 0,94331 (» + 9,86872 < + 0,98353 
- <• + 9,75440 C - 0,64228 ( - 0,62802 

lgi 0,30103 0,30103 0,06969 

- 0,05543 1> - 0,64228 C + 0,69771 ( + 0,98353 
- t» + 0,58685 I» - 0,64228 I - 0,92810 

lg» 0,06909 «. 0,30198 

-0,517761' ( +0,62612 

— 1* t -0,10836 

lg£" 0,00000 0,15026 

+ 0,58685«' -0,492021 -0,92810 
-!'- 9,90517 1 -0,34125 

lg£"' 0,00000 0,38189 

+ 9,905171 +9,95936 
- ( + 0,05419. 

Die Uebereinstimmung dieses letzten Werthes von t mit eiaer 
Wurzel der Gleichung — ** — 0,10836 zeigt, dsis die Annahme 
eines positiven r* richtig ist. Bei der Einfachheit der Coefflcienten 
in den heiden Gleichungen, welche durch 

«!=«, = « 4 =«s = Ä fl = «8 = 

herbeigeführt ist, kann man auch die Gleichungen unmittelbar in 
einander dividiren, wodurch man erhalt: 

3r" 
U-,+ r" + 18r'-36 

Substituirt man hier lg g'' - 0,15693 und lg g"' - 0,08080, so er- 
hält man die logarithmischen Werthe: 

= f-t- 0,28435 0-f -0,16895. 

Es sind folglich die Factoren aus der ersten Näherung: 
0- (1 + 1,58186) (a?-l,13289a:+2,19405)(x'-l,92464a: + l,43527). 
(*'+l,47553x+ 1,20447). 
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Die durch eine Rechnung mit 7 Decimalen gefundenen verbesserten 
Werthe sind: 

= (x + 1,6818592) (x* - 1,1328854 x + 2,1940798) 

(ic 3 - 1,9246556 x + 1,4352554) (a;* + 1,4756817 x + 1,2044862). 

Als letztes Beispiel endlich einer Trennung gleicher, oder nahe 
gleicher, reeller oder imaginärer Wurzeln möge die Gleichung 
dienen: 

= x* + 4,002 x* + 14,01801 x* + 20,03802 x + 25,07005. 

Bei jeder ersten Näherung wird man geneigt sein, die rechte Seite 
der Gleichung für ein vollständiges Quadrat zu halten. Denn es ist 

{ x* -+- 2,001 x + 5,007 } a = x* + 4,002 x s + 14,018001 * a + 20,038014 x 

+ 25,070049, 

welcher Werth sich von der rechten Seite der Gleichung nur in 
der fünften Decimalstelle erst unterscheidet. Es würde sonach 
eine sehr weitläufige Rechnung werden, wenn man durch Potenzi- 
rung der Wurzeln die einzelnen Wurzeln oder Moduln trennen 
wollte. Angenommen daher, man habe nach 6 oder 7 Operationen 
die Ueberzengung gewonnen, dafs hier zwei einander sehr nahe 
stehende trinomische Factoren stattfinden, so würde man als erste 
Näherung annehmen 

3 a = / = 5,007 f=f = 2,001 

und daraus 

lg r° = 0,3497888 g>° - 63° 26' 26J'4. 

Der leichteren Rechnung wegen nehme man 

lg r° = 0,3498000 y = 63° 26' 20", 

so giebt die Substitution bei Logarithmen von 10 Decimalen, die 
hier nöthig sind: 
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+ r"'cos4o; 7,0137170673 4r»' cos4qt» 28,0548682292 

- «, r°" cos3i»»- + 44,1162372122 - 3«, r» 1 cos3o>° -+ 182,3487116366 

+ «ir»* cos 2 «>•-- 42,1228012449 + 2«, r« 8 cos2«!» 84,2456024898 

-«,!■• cos <t> 20,0498010266 - «,r» cos <t° 20,0498010266 

+ 25,07005 [n(-r°)»costioj'>] 0,0015601090 



[(-r»)"cosno/] 0,0000321166 

+ r»* sin4oi° = -24,0716609670 4r°* sm4(p» - - 

-«,f»'sin3o>°- + 8,0305364993 - 3n, r ' sin3i»« — + 24,0916094979 

+ «,r'> 1 sin2o/_ + 56,1476463709 +2o,r» ! sh^o;« - + 112,2952907418 

-",*" an cp"- — 40,1064968325 — «.r 1 lii «*-- 40,1064968325 

[(— r")" sin »«»].+ 0,0000240707 [»(— r»)" Bin ««;•]- - 0,0062404608 

Wegen der Gleichheit der Wurzeln mnfs hier noch hinzugefügt 

werden 

3 • 4r»' cos4«j» 84,1646047 

-2.3« l r 0, cos3o;« - + 264,6974233 
+ l-2«,r° ! cos2»° --84,2456025 
[n(n-l) (-r»)' cos«sp"]-+ 96,2872161 



3 • ir«' sin4o>° 288,8599316 

-2.3«,r»*sin3sp» -+ 48,1832190 
+ l-2«,r»*sin2a>» - + 112,2952907 



[»(»- 1) (-r»)~ sintup"] 128,3814219 

Ans diesen Werthen ergiebt sich 

lgP-5,603531 Q - 143" 8' 57;'0 

lg » - 7,808380 V - 255 57 49,7 

lge'-2,205414 V' — 306 52 13,0, 

woraus weiter folgt 

lg <T- 9,054660 c-8"3'29;35 

and dann 
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~ = 1 - 0,000025276 ± 0,000699739 
9 __ y o = + 6;'417 ± 20; , 434. 

Man hat folglich folgende zusammengehörige Werthe 
lg g - 0,3500928 y - 63° 26' 4635 

^=0,3494850 $>'=63 26' 5;'98 

nnd wenn man hieraas die Factoren der Gleichung bildet, so er- 
hält man: 

(x + 1,0010021 + 2,0030005 1/-1) (x + 1,0010021 - 2,0030005 1/-1) 
(x -I- 0,9999979 + 2,0000009 1/-1) (x + 0,9999979 - 2,0000009 y-1). 
Die Factoren, aus denen sie wirklich gebildet ist, sind 

<x + 1,001 ± 2,003 y—1) (x + 1,000 ± 2,000 y— 1) 
und die kleinen Unterschiede der berechneten Werthe, rühren nur 
davon her, wie die obigen Zahlen ausweisen, dafs auch mit Lo- 
garithmen von 10 Decimalen die letzten 3 Decimalstellen in f(x°) 
sich nicht mehr verbürgen lassen. Es sind nämlich die wahren 
Werthe 

lg g - 0,3500926 g> - 63° 26' 47^01 

lg g'~ 0,3494850 y' = 63°26' 5J'82 

von welchen die Winkel um OJ'16, die Logarithmen der Moduln 
am 2 Einheiten der letzten Decimale bei dem ersten abweichend, 
bei dem zweiten völlig übereinstimmend gefunden sind. 
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Ueber die Entwickelung 

einer Funktion in eine periodische Reihe 

nach Herrn Le Verrier'e Vorschlag. 



Die Entwickelung einer Funktion in eine nach den Sinus und 
Cosinus der Vielfachen eines Winkels fortschreitenden Reihe, ist 
in der angewandten Mathematik von so grofser Bedeutung, dafs 
jede Modification der bisher angewandten Methoden, um anf mecha- 
nischem Wege (so genannt zum Unterschiede von dem rein analy- 
tischen) die numerischen Werthe der Coefficienten der einzelnen 
Glieder dieser Reihe zu erhalten, mit dem gröfsten Danke aufge- 
nommen werden mnfs. Eine solche hat Herr Le Verrier in dem 
ersten Bande der Annales de V Observatoire imperial de Paris, 
Paris 1855 pag. 384, angegeben nnd abgeleitet. Seine Ableitung 
gründet sich auf die imaginären Ausdrücke für Sinus und Cosinus, 
und gewährt dadurch meiner Ansicht nach keine so leichte und 
klare Uebersicht, als bei der Einfachheit des zum Grunde liegenden 
Gedankens es wünschenswert« ist. Hier werde ich deshalb diese 
Ableitung auf die gewöhnliche Form zurückführen. Es hat mir 
dabei nothwendig geschienen, die ersten Transformationen vielleicht 
etwas zu weitläufig im Detail auszuführen. Wenn man aber eine 
vollständige Einsicht über die etwaigen Vorzüge dieser Methode 
erlangen will, nnd über die Fälle, in denen vorzugsweise diese 
Methode zu empfehlen sein würde, so wird zum sichern Urtheil 
einige Weitläufigkeit nicht gescheut werden dürfen. 

Bisher ging man von den numerischen Werthen aus, welche 
die Funktion erhält, wenn man zu der Einheit des Winkels, für 
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■welchen man ihre Werthe berechnete, einen aliquoten Theil der 
Peripherie wählte. Man theilte die Peripherie in beliebige 2n 
Theile und erhielt eben deshalb auch 2n verschiedene Werthe der 
Funktion, and nicht mehr; so daTs man vermittelst derselben 2n 
Ooefficienten der Reihe bestimmen konnte, wozu man gewöhnlich 
die ersten n + 1 Ooefficienten der Cosinus und n — 1 Ooefficienten 
der Sinus wählte. An sich braucht die Zahl der Theile keine 
gerade Zahl zu sein. Allein die Bequemlichkeit des Werthes n 
bei einer geraden Anzahl von Theilen ist so grofs, dafs bei einer 
ernstlichen gröfseren Anwendung wohl niemals der Fall einer un- 
geraden Anzahl von Theilen gewählt worden ist. Sind die 2n 
numerischen Werthe der' Funktion gefunden, so sind die Combi- 
nationen, die man bei ihrer Verbindung eintreten läTst, um die 2n 
Coefficienten daraus zu erhalten, einfach genug. Bei der Ent- 
wicklung des reciproken Werthes von dem Cubus des Abstandes 
der Pallas vom Jupiter bin ich an einigen Stellen bis zu 2« = 48 
fortgegangen, und konnte die 25 Cosinus-Coefflcienten und 23 Sinua- 
Coefflcienten noch ohne allzugrofse Mühe erhalten. 

2rr 
Statt dieses Werthes -a — , der immer nur 2« verschiedene 

Funktions-Werthe geben kann, nimmt Herr Le Verrier einen 
ganz beliebigen Werth für den einfachen Winkel an, er möge, wie 
im folgenden, 2a heifsen. Man kann voraussetzen, dafs 2a üi- 
commensurabel mit 2rr ist. Wäre er commensurabel, so würde das 
ältere Verfahren eintreten können. Diese willkürliche Annahme 
eines zu 2n incommensnrabeln Winkels gestattet nicht blos, 2« 
verschiedene Funktionswerthe zu finden, sondern unendlich viele, 
oder so viele man will, and folglich, da bei gehöriger Behandlung 
jeder Funktionswerth einen Coefficienten, sei es eines Cosinus oder 
eines Sinus bestimmen läfst, so viele Coefficienten der Reihe zu 
bestimmen, als man für nöthig hält. Man kann folglich bei diesem 
Verfahren zuerst sich darauf beschränken, m Coefficienten aus 
m Funktions-Werthen herzuleiten. Sollten diese nicht ausreichen, 
so kommt es darauf an, die Berechnung von m + tn' Coefficienten 
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so einzurichten, dafs man die ersten Rechnungen für 'die ersten 
m Coefficienten benutzen kann, um zu ihnen neue *»' Coefficienten 
hinzuzufügen. Wenn dieses gelingen sollte, so wurde man auf 
diesem Wege durch successive Vermehrung der Zahl m+m' + m", 
vielleicht am leichtesten den Zweck erreichen bis zu der Grenze, 
die man sich vorgesetzt bat. 

Die Form der periodischen Reihe, in welche man die Funktion 
entwickeln will, sei 

X= C„ + Ci cos x + Sl sin x 

+ C s cos 2x + S 2 sin 2x 

+ G a cos3x-hS B eitiix 

+ C 4 cos 4x + Sl sin 4x 

+ Ci cos ix + Si sin ix 

+ Cj, cos kx ■+■ St sinfta: 
Man berechne zuerst die Werthe von X für x = 0, x — 2 a, x ■= 2 ■ 2 «, 
a- = 3-2a, x=>4 -2« bis zu a:=-n-2a, wenn man n + 1 Coeffi- 
cienten bestimmen will. Dabei sei 2a ein willkürlicher, aber mit 'In 
nicht commensurabler Winkel. Die numerischen Werthe mögen 
mit JR , Ei, R M K ä , B t bis zu S B bezeichnet werden. Man bat also 
Bq = C + C\ 

+ c 2 
+ c t 
+fi 

+ c; 

+'c k 

Ä! - Gj + C, cos 20 + ^sin 2« 
H-CjCOb 4a + S a sin 4n 
+ C^cos 6a + 5 s sin 60 
+ C 4 cos 8o-t-S 4 sin 8« 

+ Ci cos 2io + 8 t sin 2*'« 

+ Ch cos 2&o + S t sin2/ca 
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jßa =■ C 4- Ci cos ia + 8 l än 4a 
-f-C a cos 8a + flasin 80 
+ C g cosl2a + ,S a sinl2« 
+ C t cos 16a + S + sin 16a 

,+ Cj cos4ia + Si sin4ia 





+ Ct cos4fca + 8 k sin4&a 


B, 


— Ce + CjCos 6a + S l sin 6a 




+ C B cos 12a + S 3 sin 12a 




+ C„ cos 18a + 8, sin 18a 




+ C„ cos 24a + S t sin 24a 




+ Q coa&ia-t-8 t sinöia 




+ C* cos6fta + S h sinöfta 



und Oberhaupt 

Bi-i-Ci + Cicos (24 — 2)o + Si»in (24 — 2)« 

+ C,cos (44 - 4) a + S, sin (44 — 4)« 

+ C,cos (64-6)o + S,sin (64-6)« 

+ C,cos (84-8)« + S,sin (84-8)« 

+ CScos«(24-2)a + Si8in>(24— 2)« 
£ 4 — C + C| cos 24a + 5, sin 24a 
+ Cg cos 44a + 8 2 sin 44a 
+ CjCos 64a + (S 8 sin 64a 
+ C;cos 84« + S 4 sro 84a 
+ Q c'os2ika + 8i sin2*4a. 
Am einfachsten bestimmt man die Werthe der Ooefflcienten 
durch successive Elimination, wozn sich für Q die einfachen ersten 
Differenzen darbieten. Bildet man also 

S.-ü.-d), 
R,-B,-(l), 
ü,-ü,-(l), 

B.-i-ii-(l)* 
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so wird man in den Grofsen (1) kein C„ mehr haben, und zugleich 
lassen die Werthe derselben auf folgende Art sich schreiben, wie 
man sogleich sieht: 

(1)! = 2 sin a (C, sin a — Sj cos a) 
+ 2 sin 2a (C a sin 2a — S B cos 2a) 
+ 2 sin 3a (Cj sin 3a-S s eos 3a) 
-t- 2 sin 4 a(C 4 sin 4a — S,cos 4a) 



■+- 2 sin i a (d sin •«- 


- S t cos »a) 




(1),- 2 sin a(C, sin 3a- 


-S,cos 3 a) 




+ 2sin2o(C,sin 6«- 


- 8 t cos 6 a) 




+ 2sin3a((7 8 sin 9a 


-S 3 cos 9 a) 




+ 2 sin 4a (C, sin 12a- 


-8, cos 12 a) 




+ 2sin i'a(Ci sin3ia- 


-$ cos3»a) 




(1),- 2sin a(Qsin 5a- 


- 8 t COS 5 a) 




+ 2sin2a(C,sinlOa- 


-8 2 cos 10a) 




+ 2sin3a(C 3 sinl5a- 


- ös cos 15 a) 




+ 2 sin 4a (C, sin 20a- 


- S, cos 20a) 




+ 2sin ia(Ci sin5»'a- 


-8j eosöia) 




und so fort, so wie allgemein 






(l)t- 2 sin a(C, sin (24-1)°- 


-S,cos (24- 


-l)a) 


+ 2 sin 2a (C, sin2 (2t - 1) a - 


- 8, cos2 (24 - 


-l)a) 


+ 2 sin 3a (C, sin3 (24 - 1) a - 


-S,cos3(24- 


-1)«) 


+ 2 sin 4a (C, sin4 (24 - 1) a - 


-«,0084(24- 


-1)«) 



+ 2 sin >a (C, sin i (24 - 1) a - S, cos .' (24 - 1) a) 
Es wird anch des Folgenden wegen bequemer sein, durch 
Hilfswinkel die Cosinus und Sinus der gleichen .Vielfachen zu 
vereinigen. Sei deshalb 

C, - -M, cos JV, 8 t - M t sin JV, 

G t = Jf a cos JV 2 S a = Jf a sin ^ a 

C,=.Jf,cosJy, S,~M,amN, 

C.-^cos-IV, S,-Jlf ( sinW, 

CS - i, cos Äi S, - k, sin i»i 
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so werden die Formen der ersten Differenz 

(1), - 2 sin « M t sin (o - Ä",) 
+ 2 sin 2a M, sin (2a - N,) 
+ 2 sin 3a M,sin (3o-2f,) 
+ 2 sin 4a M t am (4a — ff 4 ) 

+ 2sin »'« Jifj sin (ia — Ni) 
(l)s- 2 sin ajf,sin (3a -ff,) 
+ 2 sin 2a Jf,sin (6a -J«,) 
+ 2 sin 3a Jf.sin (9« -ff,) 
+ 2sin4« Jf, sin (12 a -ff,) 





+ 2 sin ia 


Mi sin (3ia - 


m 




(1),= 2 sin a 


(.Mi sin (5a- 


K» 




+ 2 sin 2a 


(M. sin (10a- 


m 




+ 2 sin 3a 


üf 3 sin (15a- 


-»,) 




+ 2 sin 4a 


M t sin (20a - 


ff.) 




-t-2sin ia 


Mi sin (5ia - 


ff) 




(1),- 2 sin a 


M, sin (7a- 


*,) 




+ 2 sin 2a 


Jf. sin (14a - 


ff,) 




+ 2 sin 3a 


.Jf, Sincla- 


ff,) 




+ 2 sin 4a 


ir, sin (28a - 


ff.) 




+ 2 sin ia 


Mi sin(7ia- 


ff) 


und sofort allgemein 






(l)i- 2 sin «JH 


sin ((24-1) 


a-ff,) 




+ 2sin2aif s 


sin (2(24-1) 


«-ff.) 




+ 2 sin 3a .M, 


sin (3 (24 - 1) 


«-ff.) 




+ 2sin4aif 4 


sin (4 (24 - 1) 


a-ff.) 




+ 2 sin iaMi 


sin(i(24-l) 


«-ffi) 



Wollte man ans diesen ersten Differenzen die folgende Differenz 
■bilden, so würde immer nur eine der Gröfsen M t oder N t eliminirt 
werden können, und die erhaltenen Formen würden eben deshalb 
unsymmetrisch ausfallen. Geht man aber sogleich zur zweiten 

Eucke'a AbhandL L 13 
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Differenz der Gröi'sen (1), oder wenigstens zu einer analogen Ver- 
bindung, über, so erhält man symmetrische, leicht Übersichtliche 
Formen und eliminirt zu gleicher Zeit immer die zwei Größten M, 
und iVj, M- 2 und N a . . . M t und N t a. s. w. 

In den verschiedenen Gröi'sen (1) kommen die Gröfseu M, 
und JVi so vor: 

in <Xh 2 sin a Mi sin (o — N,) 

in (l) a 2sina3f 1 sin(3o-^" 1 ) 

in (1) 8 2 sin« M v sin (5a -N{) 

in (1) 4 2 sin « 3fi sin (7« - NO 

in (1)* 2sin«Jtfisin((2ft-l)a-JV i ) 

Die Faktoren 2 sin» sind überall dieselben. Die Winkel unter 
dem Sinus bilden eine arithmetische Progression, deren Differenz 2a 
ist. Es ist nun aber nach der elementaren Formel 

— sin (n — 2) a + 2 cos 2« sin na - sin (n + 2) « — 0. 
Bildet man folglich die Gröfsen 

-(l)i + 2cos2«(l) a -(l), = (2) a 

-(1)3 +2cos2«(l) I -(l) 4 -(TS), 

-Q.\ + 2cos2«(l) t -(l) 5 =(2) 4 

- (1)*-!+ 2 cos 2« (l) t - (1) M = (2) t 

so werden ans der Reihe der Gröfsen (2), die offenbar eine grofse 

Analogie mit den zweiten Differenzen der Gröfsen (1) haben, die 

beiden Gröfsen -ifi und N± verschwunden sein. 

Die Gröfsen M a und N a kommen dagegen in den Gröfsen (1) 
unter folgender Verbindung vor: 

in (l)i .... 2 sin 2« Jf, sin (2«- N t ) 
in (l)s .... 2 sin 2« 3f a sin (6a - NJ 
in (l)g .... 2sin2aJl/ a sin(10«-.N a ) 
in (1) 4 .... 2sin2aAf a sin(14a-^ 3 ) 
in (lfc ■■•■ 2sin2aif a ain{2(2&-l)o-JT a ) 
Die Faktoren 2 sin 2a sind auch hier überall gleich. Die Winkel 
unter dem Sinnszeichen bilden eine arithmetische' Progression, 
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deren Differenz 4a ist. Wenn folglich für alle Glieder in (1) das- 
selbe Gesetz der Bildung der Gröfsen (2) angewandt wird, so hat 
man in 

-(1X+ 2 cos« (lfc-OUb- (2)3 
das Glied 

2sin2«3f s {-sin(2a-2V a ) + 2cosasin(6a-Jff a )-sin(10«-^ a )} 
and da, wenn für eine arithmetische Progression, deren Differenz 
in den Winkeln ha ist, 

— sin (n — h) a + 2 cos ha sin n a — sin (n + A) « — 0, 

so wird für eine andere arithmetische Progression) deren Differenz 
in den Winkeln ga ist, die Gröfse 

G -m — sin (n — g) a + 2 cos ha sin na — sin (n + g) a 
=• 4 sin £ {g — h) sin £ {5 + A) sin na 
was am einfachsten .erhalten wird, wenn man 

— sin (n — g) a + 2 cos (?«) sin na — sin (b + g)a = 

Ton G abzieht. Bei den Gröfsen M 2 und A T a ist in den Gröfsen (1) 
die arithmetische Progression der Winkel so , dafs g = 4 ist, 
während hei den Gröfsen (2) ä — 2 ist. Man hat also G = 
4 sin» sin 3« sinn», folglich erscheinen die Gröfsen M 3 and N t 
in den Gröfsen (2) anter folgenden Verbindungen: 

in (2)a .... 8 sin a sin 2a sin 3« M t sin (6a-if B ) 
in (2)g .... 8sin«sin2«8in3«if a sin(10a-jr 3 ) 
in (2% .... 8sin«sin2asin3«Jf a smC14a-J^) 
in (2)i, .... 8sinasin2asin3«Jf a sin(2(2ft-l)a-A T 1 ) 
and überhaupt wird eine ähnliche Form hei allen andern Gliedern M t 
und X stattfinden. So wird vorkommen für die Gröfsen M t und N s 
in (2)a .... 8sin2asin3orsin4aJlf s sin (9a- A"^ 

in {2) 8 8 sin 2a sin 3a sin 4a 3f 8 sin (16a — N t ) 

in (2) 4 .... 8sin2asin3a8in4aM B sin(21a— N s ) 

in (2)t .... 8sin2asin3«ßin4a3^sin(3(2fe-l)a-Jr 8 ) 



Allgemein 
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in (2) 4 8sw(i-l)aainiasw(i+l)aM i sm(i(2k-l)a-N i > 

Hat man also die Gröfeen (2) gebildet, so ist ihr analytischer 
Ausdruck : 

(2) 3 = 8sin «sin2«sin3ajf 2 sin (60 — N a ) 
+ 8 sin 2« sin 2« sin 3a M z sin (9a — JT,) 
+ 8 sin 3a sin 4a sin 5a M t sin (12a — NJ 
+ 8 sin (i— l)a sin ia sin (i+l)a M t sin (3ia— N t y 
{2)g= 8 sin a sin 2a sin 3a M s sin (10a — N t ) 
+ 8 sin 2a sin 3a sin 4a Af 8 sin (15a — N a ) 
+ 8 sin 3a sin 4a sin 5a M t sin (20a — 2V 4 ) 
4- 8sin(i— l)a siniasin(t+lja JWiBin(5ia— fy) 
(2)«== 8 sin asin 2a sin 3a Jf s sin (14a — N 2 ) 
+ 8 sin 2a sin 3a sin4a M 3 sin (21a - JT S ) 
+ 8 sin 3 a sin 4a sin 5 a M t sin (28a - NJ 
+ 8sin(t'-l)asiniasinO-l-l)aJM"isin(7ia— N ( ) 
und Oberhaupt allgemein 

(2)i - 8 sin a sin 2a sin 3a Af 2 sin (2 (2 Je - 1) a - JV a ) 
+ 8 sin 2a sin 3 a sin 4a M 3 sin (3(2 k - 1) a - N a ) 
+ 8 sin 3 « sin 4a sin 5a üf, sin (4(2* - 1) a -JfJ 
+ 8 sin(t-l)a sinta sin(t'+l)a MiSm(i(2k— l)a-N t ) 
Es geht hieraas schon hervor, wie man fortfahren kann. Ganz 
ähnlich wie ans den Gröfsen (1) die beiden Mi und N t eliminirt 
worden sind durch Bildung der Gröfsen (2), so wird man auch ans 
diesen letzteren die M z und JV S wegschaffen können durch analoge 
Bildung von Gröfsen (3), und zwar wird hier der Faktor 2 cos 4 a 
anzuwenden sein, weil 4a die Differenz der Winkel ist, deren Sinns 
mit M 2 verbunden ist Wenn man also bildet 

-(2)a + 2cos4a(2) 3 -(2) 4 = (3) s 
-(2) 3 + 2cos4«(2) 4 ~(2) e =(3), 
-(2)4 +2cos4«(2) 6 -(2) B =(3V 

- (2)4-1+ 2 cos 4a (2)i - (2)*+-!= (3)t 
so sind aus allen diesen Gröfsen (3) die Werthe von M a und N a . 
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verschwunden und der Ausdruck derselben fängt mit M a und N, 

an; da bei diesen die Winkel in einer arithmetischen Progression, 

deren Differenz 6a ist, fortschreiten, also das obige g hier 6 ist, 

so wie das obige h hier 4 wird, so kommen als neue Faktoren 

bei M s und JV 3 hinza 4sina sin 5«. Bei M 4 und N 4 , wo g = 8<* 

ist, kommen hinzu 4 sin 2a sin 6a und so fort, bei itfj und N, die 

Faktoren 4sin(i — 2) a. sin (i 4- 2)a. Damit wird sich gleich der 

analytische Ausdruck der Gröfsen (3) hinschreiben lassen. Es wird 

{3)j = 32 sin a sin 2a sin 3a sin 4a sin 5a M z sin (15a — N„) 

+ 32 sin 2a sin 3a sin 4a sin 5a sin 6a M t sin (20a — N t ) 

+ 32 sin 3a sin 4a sin 5a sin 6a sin 7a M & sin (25a - N b ) 

+ 32 sin (» —2) a sin (* — 1) a sin ia sin (* + 1) « sin (i + 2)a 

Mism(öia-Ni) 
(3)^ = 32 sin « sin 2a sin 3a sin 4« sin 5a M a sin (21a - N s ) 
+ 32 sin 2a sin 3a sin 4a sin 5a sin 6a M t sin (28a — N t ) 
+ 32 sin 3a sin 4a sin 5a sin 6a sin 7a M 5 sin (35a — N & ) 
■ 4- 32 sin (i — 2} a sin (i — 1) a sin ia sin (* 4-1) a sin (i 4- 2)a 

MiBtaClia-Ni) 
(3)i - 32 sin a sin 2a sin 3a sin 4a sin 5a M z sin (3 (2&-1) a -N 9 ) 
4- 32 sin 2a sin 3a sin4a sin 5a sin 6a M i sia{4{2k-l)a-N^ 
4- 32 sin (* — 2) a sin (» — 1) a sin ia sin (i + 1) « sin (i 4- 2) a 

MiSm(i{2k-l)a~Ni) 
Ans den Gröfsen (3) werden die Gröfsen (4) gebildet durch 
-(3), 4-2cos6«(3) 4 -(3) 5 =(4) 4 
- (kk - 1 + 2 COS 6a (3)* - (3)* + ! = (4) 4 
Sie lassen die Gröfsen M s und W g verschwinden und fugen 
den andern Gliedern neue Faktoren hinzu, nämlich 

[ 4 sin a sin 7« den Gliedern mit Jf 4 und N t 

m(4) M....4sin2asin8a , , „ M 6 „ N 6 

u. s. w. Es möchte wohl an den bisherigen Entwickelungen hin- 
reichend sein, um den allgemeinen Gang und die Form der Glieder 
klar zu Übersehen. 
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Fßr die Uebersicht aller der Wertbe, welche man berechnen 
mnfs, wird es am besten sein, sie in folgender Uebersicht zusammen- 
zustellen. 



-K, 






B. 


(Di 




B, 


(1), 


m. 


B, 


(1). 


(2), 



(3) 3 

i i _ 3 ci) i - 3 (2) fc _ 8 (3) t _ 8 

Die Gröfsen (1) sind die reinen ersten Differenzen der Gröfsen R, 
so dafe immer die folgende von der vorhergehenden abgezogen 
wird. Die folgenden Gröfsen entstehen ans jeder vorhergehenden 
Tertikalreihe durch einen Ausdruck von der Form 
-(l) 1 + 2cos2«(l) a -(l) 3 = (2) 3 

- (2) a 4- 2 cos 4« <2) 8 - {2) 4 = (3)„ 

- (3) B + 2 cos 6« (3) 4 - (3) B = (4) 4 

u. s. w. Da in den Gröfsen (1) das Glied C fehlt, in den Gröfsen (2) 
anfserdem noch M, und N>. in (3) noch M. 2 und N 3 eliminirt sind, 
bo sieht man, dafs bei Fortsetzung der Reihen zuletzt Gröfsen (m) 
vorkommen, in welchen alle Coefficienten bis anf M m und N m eli- 
minirt sind und die der kleineren Vielfachen nicht mehr vorkom- 
men, und wenn man deshalb zu dem Schlüsse berechtigt ist, dafs 
alle späteren Coefficienten zu vernachlässigen sind, so wird man 
zuerst M m nnd N m aus zwei Gleichungen der Gröfsen (m) bestimmen 
und durch Substitution dieser "Werthe nach und nach bis zu M t 
nnd N-l heruntersteigen. 

Gewöhnlich wird es die Absicht sein, alle Coefficienten bis zu 
einem bestimmten hin, also etwa bis zu Q and S t oder Mi und Ni 
zu erhalten. Man wird dann 2i+l Werthe R berechnen müssen. 
Aus ihnen entstehen 2»" Werthe (1), 2i-2 Werthe (2), (2 t -4) 
Werthe (3) u. s. w. bis 4 Werthe (* - 1) und endlich zwei Werthe (i). 
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Die- letzteren geben unmittelbar Mi und N t , in &o fern die Coefll- 
cienten C i+i , S i+1 etc. zu vernachlässigen sind. Die Gröfsen (»— 1) 
geben vermittelst der eben gefundenen M t und N t die beiden 
Werthe -Mi-i und fy-t, und so geht man zurück, bis man aus 
zwei Gröfsen (1) die Werthe Jlfi und N t erhält. Der vereinzelte 
Werth C wird 'gefunden aus 

t-0 = ■**<} (-1 Oj Li( . . . . 

Hiernach stellen sich die sämmtlichen Operationen, um 2t + 1 
Coefflcienten zu bestimmen, so: 

I. Berechnung der Werthe R, von Ä bis zu Rh 
DZ. Bildung der Gröfsen (1J von (l)i bis (l}n, wobei 
R)c — #1 + ! = (l)t 

Der Ausdruck dieser Gröfsen ist 

(l)i = 2{ 2 sin ia Mi (sin i (2h - 1) a - #)} 
wenn man für i alle ganzen Zahlen setzt von 

* = 1 bis zu i = i 
und für k alle ganzen Zahlen von 

k = 1 bis zu fe = 2i 
in. Bildung der Gröfsen (2) von (2) 2 bis zu (Sfci-ii wobei 
-(l)*_i + 2cos2«(l) t -(l)i +1 -(2)j 
Der Ausdruck dieser Gröfsen ist: 

(2) i = ^{8sin(i-l)asin»«sin(i+l)aJf i sin{i(2&-l)a-JVi)} 
wenn für 1 alle ganzen Zahlen gesetzt werden von 

i = 2 bis zu i = t 
nnd für & alle ganzen Zahlen von 

Je = 2 bis zu fe = 2i-l 

IV. Bildung der Gröfsen (3) von (3) 3 bis zu (3)k-8, wobei 

- (2) t _, + 2 cos 4« (2)* - (2) i+1 = (% 

Der Ausdruck dieser Gröfsen ist: 

(3)i = 2{32sin(i-2)asin(i-l)asini«sin(* + l)aain(i + 2)a 

Mism(i(2k-l)a-Ni)} 
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wenn für * alle ganzen Zahlen gesetzt werden von 

i = 3 bis zu i — i 
und für k alle ganze Zahlen von 

fc = 3 bis zu fc = 2»'-2 
V. Bildung: der Gröfsen (4) von (4) 4 bis zu (4)jj_ 9 , wobei 
-(3) 4 _ 1 + 2cos6«(3) 1 — (3) i + 1 = (4) t 
Der Aosdrack dieser Gröfsen ist 

(4)i = 2{128sin(t-3)a am(i + 3)aM i mi(i(2k-l) a -N i )} 

wenn für i alle ganzen Zahlen gesetzt werden von 

t' = 4 bis zu » = * 
und für k alle ganzen Zahlen von 

fc = 4 bis zu ä = 2» — 3 

In derselben Weise geht man zu den Gröfsen (5) fort mit 
-(4) 4 _ 1 + 2cos8«(4} i -(4) t+1 = (5) i 
deren Ausdruck sich ebenfalls ergiebt 
(5) t = .2{512sin(i-4)« sin(» + 4}« M sin(i{2&- 1)<* -tf,)} 

und kommt endlich zu den Gröfsen (i — 1), welche entstehen aus 

+ (<-2)j_ 1 + 2coB(2»-4)*(f-2)i-(t-2)A +1 = (t-l) i , 
Der Ausdruck dieser Gröfsen ist: 

(*-l)i=5{23*-s 8 in «sin2a...sin(2i-3)«JM;- 1 sin((i-l)(2Ä:-l)«-^_0 
+ 22i-8 s ii,2«8in3«...sin(2i-2)«iH;sin(i(2&-l)«-jyi)} 

wo k nur die vier Werthe k — i — 1, i, i+\ und * + 2 haben kann 
und endlich ganz zuletzt auf die Gröfsen (*), deren es nur 2 giebt 

(ft = 2»'-i sin« sin 2« sin(2i -l)oJft sin (i(2» - 1) « - »",) 

(i)i +1 = 22'-isin«sin2a «to(2»-l)«Jft räi(»(8*+l)«-Ai) 

Es sind folglich der Beihe nach folgende Gröfsen ermittelt 
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JB, 


,(l)i 


B, 


(1), 


K, 


(1), 


B, 


(1), 


i 


(i)i 


R i+ 


(Di, 


*2<- 


5d)2 



(3), 

(3). W. 
(3)i (4),,.. 
, (3)i +1 (4), +1 

.(3)j,-i(4),i-. 

■2 (3)2 i-2 



(4+ 



(2). 
(2). 
(2), 
Ä 
i(2)> + 

-3 (2)2 (-1 
■^3 i-2 (l)ai-2 (2)a i-! 

-ßsi (1)2* 

Ehe man weiter geht wird es zweckm&fsig sein, in jedem dieser 
Werthe den Coefficienten des ersten Gliedes auf 1 zu bringen. 
Dieser Coefflcient von M t bei (1), von M 2 bei (2) etc. ist bei allen 
GröTsen dieser Art gleich und ein Sinnsprodukt von sin a bis 
zum Sinus von (2m— 1) « multiplicirt mit einer Potenz von 2 in 
jedem Werthe Ton (m)k. Man bilde also 



[1]* = 
[2]* = 
[3]* = 
[41 — 
[»]* = - 



JXh_ 



(2)* 



* sin 2a sin 3« 

(3)* 



2 sin « sin 2a sin 3a sin 4a sin 5a 

(4]i 

28 sin a sin 2a sin 3a sin 4« sin 5a sin 6a sin 7« 



1 sin a sin 2a sin 3a sin (2i — 1) a 

so werden sich jetzt die Gleichungen, ans denen dieitfnnd N ge- 
funden werden sollen, so stellen, wenn man immer die zwei Glei- 
chungen für jedes M und N benutzt, welche von der Form (lf 
nnd (ljj+i, (3)i und (3),-+i etc. sind und von dem letzten Paare, 
aus welchem Mi und N, sich ergeben, anfangt. 

[4 =^sin(t(2i-l)«-JVi) 

[ij-+i = Mi sin (i (2* + 1) a - N t ) 
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[t - 11 - Mi-! sin ((* - l) (2f - 1) « - JV(_0 



[i - ll+i = -Mi-! sin ((» - 1) (2» + 1) « - ÄJ_i) 

ein« 
[i - 21 = Jtfi-a sin ((* - 2) (2* - 1) «- N s . 2 ) 

+ gfal( ^ | ~ 4)g J<i-iriii((i-l)(2i-l)a-Ji- 1 ) 

sin(2i — 3)«sin(2i — 4)« ,, . ..«,. -, , r , 

H ! r-* — :— 5 — iHi sin (* (2« — 1) « — Ai ) 

sin «sin 2« 

[i - 21 +1 = Jf M sin ((t - 2) <2i + 1) « - tf,-_ 2 ) 

+ iJL(2L^ 4 l5jM 1 _ l8 in(((i-l)(2i + l)«)-Jtfi_ 1 ) 

+ sin(2i T 3) S m(2f-4)« 

sin a sin 2« v * ' 

[i - 31 — Jf,_, Bin ((• - 3) (2< - 1) « - JT,-,) 

+ 8i ° ( ^~ 6) ° Jf« sin ((.' - 2) (2i - 1) « - tf M ) 

.in(a-5>ri.(a-6). 

sinasinäa ' v 

a in(2.-4).sin(2i-5)« g in(2.--6).. - „ (W _ 1) ._ a8 

sin a sin 2« sin 3k ' 
[* - 31 +1 = Jf,., sin ((i - 3) (2i + 1) a - AVs) 

+ 8in (2i ~ 6) - Jtff-a sin ((i - 2) (2» + 1) « - Jfi- a ) 



, sm(2i-4)«sin(2i-5)asin(2i-6)«- 1 - . ,.„.,-, AT . 

+ — ■ ■ a ■ a — MiSta(i(2t+l)a— NA 

smasin2«sin3a v v ' " 



sin 6a- sin la T . ,.. a . .. ,,. 

h . „ — M b sin (5 (2* — 1) « - N 6 ) 

sin « sin 2« ° v v ' "' 



sin «sin 2« sin 3« 
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[3] m = M 8 sin (3(2* + 1) a - NJ + ^~ M t sin (4 (2i + 1) a - JQ 

sin 6« sin 7« ., . ,, ., . ., „. 

+ —. — . „ — M 6 sin (5 (2i + 1) a — N 6 ) 
sin a sin 2a ° "' 

sin 6a sin 7a sin 8« _, _, ,. ,_. ,, , T . , 

-i — — — ö — — ö — M. sin (6 (2i + 1) a — iV a ) etc. 

sin a sin 2 a sin 3 a B * v 

PI- 3f s sin (2(2» - 1) a - N s ) + ^~- M 8 sin (3 (2t - 1) a - N s ) 

sin 4a sin 5* ^ _ g _ N 

sin a sin 2a " 

sin 4a sin 5a sin 6a ,, . ._,„. ■ ,. ,.. . 

-I . ■■ >» — ^-s — M s sin (5 (2i — 1) a — iv B ) . . . etc. 

sin «sin 2a sin 3a D 

[23m = ^SHi(2(2i + l)a-Ay + -^^ M a sin (3 (2i+l)a-N s ) 

sin 4a sin 5a „, . . . . ,, 

-f ■ ■ ■ ■ o — JH4 SU» ( 4 (2« + 1) a — N t ) 

sin a sin aa 



sin a sin 

sin 4a sin 5a sin 6' 
sin a sin 



2 ^ sin 3g -^e sin (5 (2i + 1) a - M ) . . . etc. 



[11 = M t sin <(2i - 1) a - #,) -f- Ä^ M 2 sin (2 (2i - 1) a - N 2 ) 
. + -5!^".^ sin(3(2i-l)«-iV 8 ) 



Man erhält ans diesen Gleichungen folglich nach und nach 
immer zwei Werthe von 

^ t sin(Ä:{2i-l)a-^ 4 ) nnd M h sin (k (2i + 1) a - N k ) 
Sei der erste = der Zahl Ä, der zweite — der Zahl B, so wird 
M t cos N k sin (k (2i - 1) a) - itf* sin N k cos (fc (2i - 1) a) = .4 
üf i cosiViain(fc(2i + l)a)-itf lfc sin^iCos(&(2* + l)a} = 5 
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* sin 2 ka 

M h BOi.N h = Sf 



B Bin(k(2i-l)a) - A fiw(k(2i+l)a) 
Bio 2 ka 



und zuletzt C ans den Bestimmungen aller übrigen C, bis C* 
durch Sabtraction ihrer Summe von K a . 

Wenn nun nach der Bestimmung der C und S bis zu C, und 5,- 
es. sich zeigen sollte, dafs die folgenden Coefflcienten bis zu Ct+c 
und S i+f noch ermittelt werden mufeten, so würde ein grofser Theil 
der Rechnungen allerdings nicht zu wiederholen sein. Die Werthe 
bis ^ji(l) 2 i(2) a i_ 1 etc. bleiben. Man hat noch hinzuzufügen die 
Berechnung von Ra+i bis -Rai+sV- und damit zu bilden die Gröfsen 
(l)3i+i bis (Danar- Ferner (2)2; bis (2) 2 i + a.'-ii (3)ai-i bis (3>jH-ai'-a, 

(4) 2i _2 bis (4) 2 ,- +3 ,-■ 3 u. s. w. Man wird dann die Ermittelung der 

Werthe aus den Gröfsen bestimmen, welche die Marke i + i' und 
* + »' + 1 tragen, oder aus iZf+r, Ri+t+i, Q)i+?< (l)i-H'+i etc., und wird 
dieses Verfahren so lange fortsetzen können, bis man mit Sicherheit 
behaupten kann, die nöthige Grenze erreicht zu haben. Es geht 
hieraus hervor, dafs ein grofser Theil der Rechnungen beibehalten 
wird, aber freilich die Äbleitnng der G und S aus den Gröfsen 
(1) (2) (3) etc. nach einer geänderten Form neu gemacht. 

Der Vortheil, der dadurch erreicht wird, kann erst vollkommen 
deutlich übersehen werden, wenn man durch praktische Anwen- 
dungen sich völlig in den Besitz der anzuwendenden Formeln ge- 
setzt hat. Ich wage nicht, darüber ein Urtheil zu fallen, da ich 
bei den wenigen Anwendungen, die ich von dieser Methode ge- 
macht habe, gerade in der Herleitung der C nnd S aus den Gröfsen 
(1) (2) (3) eine gewisse Schwierigkeit gefanden habe. Je höhere 
Vielfache kommen, desto mehr setzen sich die Werthe der C und S 
aus einzelnen Theilen zn einer Summe zusammen. Wenn man bis 
zu Mi und Ni gehen will, so wird Mi und N t aus i Gliedern zu- 
sammengesetzt werden, die aus Produkten der übrigen M und N 
mit Brüchen entstehen, welche aus den Sinussen der Vielfachen 
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von a gebildet werden und bei welchen anf die Zeichen natürlich 
genau Rücksicht genommen werden mufs. Diese Form der Rech- 
nung ist mir nicht gerade die angenehmste und kann bei der ge- 
wöhnlichen Art der Ermittelung der Ooefficienten aus Werthen, 
welche sich auf Winkel beziehen, die gleichmäfsig in der Peripherie 
vertheilt sind, wenigstens bis zu dem Coefucienten des zwölffachen 
Winkels vermieden werden. Da indessen, wenn man sich einmal 
für ein bestimmtes « entschieden bat, die Faktoren, welche aus 
den Sinns der Vielfachen Ton a entstehen, ein- für allemal be- 
rechnet werden können, so mag die Form für andere Rechner ihre 
Torzüge haben. 

Ich füge hier noch ein Beispiel hinzu: 

Es seien für 2« = 42° 14' folgende 9 Werthe berechnet 



B,-- 

.8,=+ 1,6200211 
B, - + 4,1962233 
B, — 1-4,5912438 
ü, - + 2,7838515 

R, 0,2990814 

B, — 3,2312842 

B, 4,5368275 

B, 3,3571685 

(1), - - 3,4787197 
(1), - - 2,5762022 
(1),-- 0,3950205 
(1), - + 1,8073923 
(l), = + 3,0 
(!>.- + 2,9 
(1), = + 1,3055433 
(1), - - 1,1796590 



Man erhält hieraus 



Hieraus ergeben sich 
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and zuletzt 



(2) s - + 0,0 
(2), - + 0,1838526 
(2), _ -0,0114766 
(2), --0,1743046 
(2), --0,0463902 
(8), - + 0,1807402 

(3), --0,0118971 
(3) t - - 0,0117612 
(3)j- + 0,0242522 
(3), - - 0,0153819 



(4), - + 0,0017025 

. (4), 0,0018444. 

Zur Ermittelung der Coefficienten C a , C„ C 3 , C 8 , C A! S„ S t , , 
8 t bildet man zuerst 

[4], - + 0,0001501 

[4], 0,0001626 

[3], - - 0,0017712 
[3], - + 0,0036524 
[2], - - 0,0066284 

[2], 0,1006708 

[1], - + 2,5083983 
[1], - + 4,2786634 
and hat dann die Gleichungen 

[4L. - C, sin 28« - S, cos 28a 
[4], - C, sin 36« - S, cos 36« 

[3], - C, sin 21« - S, cos 21« + -25Ü5 [4], 
L J * ■ sin « 

[3] 6 - C t sin 27« - S, cos 27« + ^£ [4] 6 

[2] 4 = C 2 sin 14« - 8 a cos 14« 

+ i*5_**. (^ S in21a-^C08 21«) 
sin« 

sin 4« sin 5« .„ . ao a ao . 

-i : :—ä — (C t sin 28« - S A cos 28«) 

Bin « am 2« 
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[2] B = C 2 sin 18« - 8, cos 18« 
sin 4« 



sin a sin 2« 
[1], = C\ sin 7« - Si cos 7« 
sin 2« , 

sin« 
sin Sc 

Bin« 
sin 4a 



[lt = Q sin 9« - S, 

, sin 2. 



(Q 8^28«-^ cos 28«) 

- S, cos 9« 

(Cj sin 18«-$, cos 18«) 



+ -^^-(Q,sin27«-S a co8 27«) 

+ — *— (C 4 sin 36« - «4 cos 36«) 
sin« v 4 
oder wenn 

Ci sin ifc« - Si cos i&« = P, (»fc«) 
gesetzt wird, die folgenden, leichter zn übersehenden Gleichungen 
P 4 (28«) = [4] i 
P 4 C86«)-[4], 
P B {21«) = [3] i --^P i (28«) 



P* (14«) = [2] 4 - ^i"-P 8 (21«) - Bfr*-«"to5" p (28«) 
sin « * sin a sin 2« 

P, (18«) - [2] 6 - i^.P, (27«) - «in 4« sin 5« p (3(Ja) 
' l J6 sm « " ' sm « sin 2« 

Pi (7«) - [IL - -- --P» d4«) - i^P 8 (21«) - -Ä^P. (28«) 
iV ' LJ * sin « * sin« BV sin « 4 v 

P, (9«)_[l] 6 --!Hl2fLp i ,(18«)--fi£^P s (27«)-ia*fLp,(36«) 
sin« sin« sin« 



dby Google 



208 Entfrickelung einer Funktion in eine periodische Reihe. 

und damit 

- _ P t (fc(2«+l)«)co8(fc(2i-l)«)- P t (fc(2»-l)«)cos(fc(2»+l)«) 

Btü2ka 
g P t (fc(2i + 1) «) sin fc(2i-l)«-P t (t (2.-1)«) sin (fr(2.+l)«) 
*~ sin2Jt« 

Man erhält hier 

P, (28«) - + 0,0001501 P,(36«) 0,0001626 

Pj(21«) 0,0021052 P, (27«) -+0,0040143 

P, (U«) - - 0,0014063 P, (18«) - - 0,1U1176 

P, (7«) - + 2,5168299 P r (9a) - + 4,4767656 

und daraus Zuletzt 

O, 0,0000673 S.- + 0,0001561 

Cj -- 0,0016994 «i-+ 0,0036555 

C, -- 0,0469688 «,-+0,1011360 

C, - - 1,9610791 S 1 - + 4,2004395 

und aus der Summe der C verbunden mit P a 

O - - 1,8586986 + 1,9998146 
- + 0,1411160 
so dafs die Reihe wird 

+ 0,1411160 -1,9510791 cos » + 4,2004395 sin <• 
-0,0469688 cos 2o> + 0,1011360 sin 2o> 

- 0,0016994 cos 3e> + 0,0036555 sin 3m 

- 0,0000673 cos 4® + 0,0001561 sin 4« 

Die Werthe S sind die heliocentrisehes Coordinaten des Ju- 
piters, bezogen auf die Pallashahn, und zwar die x, genommen in 
der Ebene der Pallasbahn, wenn die Axe der x in die Apsiden- 
linie der Pallasbahn gelegt wird, positiv nach der Seite des Pe- 
rihels der Pallas und die Entwickelung nach der mittleren Anomalie 
geschieht. Ich hatte dieselbe Reibe aus 24 in der Peripherie 
gleich vertheilten Winkeln und den dazu gehörigen Werthen M 
entwickelt und dafür erhalten: 



d„i,«jb, Google 



Entwicklung e 



) periodische Reihe. 



+ 0,1411198 -1,9510790 cos « + 4,2004382 sin «» 

- 0,0469672 cos 2w + 0,1011344 sin 2w 

- 0,0016961 cos 3w + 0,0036522 sin 3« 

- 0,0000726 cos 4« + 0,0001564 sin 4« 

- 0,0000035 cos ha + 0,0000075 sin 5« 

Der Versuch, durch Hinzufugung von -ß„ und -Rio, auch noch C b 
und S 6 bestimmen zu wollen, führt zu keinem befriedigenden Re- 
sultate. Man erhält 



-E, 


- - 0,2157188 


Ria 


,- + 3,0663635 


(i), 


- - 3,1414497 


(i)» 


--3,2820823 


(2), 


- + 0,0890350 


(2), 


- - 0,1902028 


(3), 


--0,0077891 


(3), 


- + 0,0266330 


(4). 


- + 0,0019220 


(4), 


0,0019412 


(5), 


0,0000044 


(5), 


- + 0,0000129 


PI 


-+0,0000029 


PI 


0,0000085 


c, 


- - 0,0000097 


>% 


--0,0000071. 



Hieraus wird 



Der Grund liegt eben darin, weshalb auch die anderen Coeffi- 
cienten in den letzten beiden Decimalen so stark von einander 
abweichen. Die Gröfse der R erlaubt nur, die ersten fünf Decimal- 
stellen bei einer Rechnung mit 7 Decimalen verbürgen zu können. 
Die letzten zwei Decimalstellen bleiben immer mehr oder weniger 
nngewifs. Bei verschiedenen Werthen, von denen man ausgeht, 
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können deshalb die Werthe der Coefficienten nur so weit überein- 
stimmen, als sie dem wahren Werthe vollkommen entsprechend 
sind. Im Grunde ist doch die Entwickelung in eine periodische 
Reihe, wenn gegebene numerische Gröfsen dadurch dargestellt 
werden sollen, eine Interpolation angewandt auf die bestimmte 
Form einer periodischen Reihe. Das gewöhnliche Verfahren, durch 
Werthe, die in der Periode gleichmäfsig vertheilt sind, die Coeffi- 
cienten zu bestimmen, benatzt nur die Werthe selbst and ent- 
spricht deshalb der Interpolation, welche ans der Lagrange'schen 
Interpolationsformel unmittelbar hervorgeht. Das hier von Herrn 
Le Verrier vorgeschlagene benutzt Gröfsen, welche den Differenzen 
analog sind nnd durch sie ausgedrückt werden können. Die 
Gröfsen (1) sind unmittelbar die ersten Differenzen. Die Gröfsen (2) 
werden ans drei aufeinander folgenden Gröfsen (1) hergeleitet. 
Seien diese letzteren drei a, b, c, so wird, wenn die Differenzen 
gebildet werden 

a . woAa = a — b 

b A*b &b = b~c 

c Ab A«6-. + a-2& + e 

weil die hieraus abgeleitete Gröfse (2) gebildet wird durch 

(2) = — a + 2 cos k a ■ b — c 

A ! 6 + {2) = -4sin(i&«) B .J 
(2) = — A 3 6-4sin(ifc«) 2 & 
Es wird deshalb die Gröfse (2) die Fehler, welche in den 
zweiten Differenzen von «, b, c, wegen der ursprünglichen Mangel- 
haftigkeit der Hauptwerthe sich zeigen, theilen können und wurde 
sie genau zeigen, wenn das Glied b sin^t« 2 nicht eine Modifi- 
kation eintreten liefse. Da nun die Gröfsen selbst schon erste 
Differenzen sind und die späteren Gröfsen (3), (4) etc. auf ähnliche 
Weise aus (2) gebildet werden wie (2) aus (1), so wird man sich 
auf Fehler gefafst machen müssen, welche in den ungeraden Diffe- 
renzen eintreten werden, wenn die Werthe R, von denen ausge- 
gangen wird, nicht ganz strenge richtig sind. Diese Fehler richten 
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